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Povzetek

Celostevilska mreza tock je mreza tock n x nalim xn, v kateri lahko samo to¢ke mreze
uporabimo za oglisc¢a likov. Oddaljenost tock v mrezi po vodoravnih ali navpi¢nih mreznih
¢rtah merimo s celimi Stevili. V raziskovalni nalogi razis¢emo, koliko razli¢nih kvadratov
lahko nacrtamo v taki mrezi. S sistemati¢nim preiskovanjem zapiSemo pravilo za racunanje
Stevila takih kvadratov. V nadaljevanju na kratko preverimo, katere izmed ostalih pravilnih
veckotnikov lahko naértamo v tovrstno mrezo. Stevilo razli¢nih kvadratov prestevamo tudi v

poljubni mrezi m x n.




1. Uvod

V kvadratni mreZzi so premice (mrezne ¢rte) med seboj enako oddaljene. Presecisca premic so
tocke mreze. Seveda so tudi toCke mreze po vodoravni in navpi¢ni legi med seboj enako
oddaljene (slika 1). Na sliki je primer mreze 5 x 5, kar pomeni da je v vodoravno smer pet

mreznih tock in prav tako v navpicno smer pet mreznih tock.

Slika 1: Mreza to¢k 5 x5

Tocke v kvadratni mrezi so med seboj oddaljene 1 enoto (v vodoravni oziroma navpicni

smeri) ter v2 enote v smeri diagonale (slika 2).

\/i enote

1 enota

Slika 2: Razdalje

1 enota

Oddaljenost dveh tock po diagonali izraunamo z uporabo Pitagorovega izreka. Je dolZina
diagonale v kvadratu av'2, kjer je a = 1.

V kvadratni mreZi bomo nacrtovali pravilne veckotnike. Pravilni veckotnik je veckotnik z
vsemi skladnimi stranicami in skladnimi notranjimi koti. Pravilni veckotniki so recimo

enakostrani¢ni trikotnik, kvadrat, enakostrani¢ni petkotnik, enakostrani¢ni Sestkotnik

(slika 3).

/\ Slika 3: Pravilni veckotniki

Pravilne veckotnike Zelimo v kvadratno mrezo nalrtati tako, da je vsako njihovo oglisce
hkrati tudi tocka mreZe. Stranice pravilnih veckotnikov pa lahko leZijo na mrezZnih ¢rtah ali

izven njih. Ker nacrtujemo veckotnike v kvadratno mreZo, je ocitno, da lahko v tako mreZo

e
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brez tezav na¢rtamo kvadrate. Ce ima kvadrat za sosednji oglis¢i tocki mreze na isti mrezni

¢rti, sta tudi preostali dve oglis¢i to¢ki mreze na vzporedni mrezni Crti (Slika 4).

Slika 4: Kvadrat v mrezi

Nekoliko drugace je, ¢e sosednji ogliS¢i kvadrata (to¢ki mreze) ne lezita na isti mrezni Crti.
Obstoj takega kvadrata, ki ima za svoje stranice diagonale mreze, je treba dokazati (preveriti).
V ta namen nac¢rtamo v mrezo tocki A in B, ki naj bosta oglis¢i kvadrata, a ne lezita na isti
mrezni Crti (slika 5). Skozi tocko A nacrtamo premico p, vzporedno z y osjo. Skozi tocko B
nacrtamo premico (, vzporedno z X 0sjo. Premici p in g sta mrezni ¢rti. Njuno presecisce je

to¢ka mreze, P.

yu

1 3 4 5 ] 7 8 SIikaS

Daljici AP in BP lezita na mreznih ¢rtah, oglisca trikotnika PBA so tocke mreze, tocka P je
vrh pravega kota. Trikotnik PBA je pravokotni trikotnik. Dolzini katet sta celi Stevili. Ker je
daljica AB stranica iskanega kvadrata, mora za tocko (oglis¢e) C veljati |AB| = |BC| in
BC L BA. Potem je daljica CQ pravokotna na premico g in Qeq. Tako je trikotnik BQC
pravokotni trikotnik (slika 6). Nasproti enako dolge hipotenuze je v obeh trikotnikih pravi kot.
Tocka B je vrh iztegnjenega kota, ki je vsota kotov Z/ABP + ZCBA + ZQBC. Vsota je enaka
vsoti velikosti notranjih kotov v pravokotnem trikotniku PBA, zato velja enakost velikosti

kotov ZPAB = ZQBC. Ker imata trikotnika dva skladna kota, sta skladna tudi ZABP in




«/BCD. Oba trikotnika imata skladne vse notranje kote (sta podobna), imata skladni

hipotenuzi, zato sta trikotnika BAP in CBQ skladna. Tako imata tudi daljici BQ in CQ

celosteviléno dolzino. To pomeni, da je tocka C ena izmed tock mreze.

p

cC

B Qg

Slika 6

1
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Na enak nacin bi pokazali da je tudi ogli§¢e D ena izmed tock mreze. Zato lahko trdimo, da ne

glede na izbor sosednjih oglis¢ kvadrata, ki sta dve izmed tock mreze, vedno obstajata Se dve

to¢ki mreze, da bo Stirikotnik s temi $tirimi oglis¢i kvadrat (slika 7).

D

P

Slika 7

2. Kvadrat v mrezi n x n

V mrezo toc¢k nacrtujemo kvadrate. V mrezi 1 x 1 seveda ni nobenega kvadrata (slika 8), saj

za kvadrat potrebujemo vsaj Stiri mrezne tocke. Lahko pa re€emo, da je nacrtan kvadrat z

dolzino stranice 0 (vsa Stiri ogliS¢a sovpadajo v eni tocki).

Slika 8: kvadrat v mrezi tock 1 x 1




V mrezo tock 2 x 2 lahko nac¢rtamo en kvadrat s stranico, ki tocke povezuje po mreznih ¢rtah

oz. vodoravno in navpi¢no z dolZino 1 enota (slika 9).

Slika 9: Kvadrat v mrezi to¢k 2 x 2

V mrezo tock 3 x 3 lahko nacrtamo tri razlicne kvadrate (slika 10). Dva kvadrata s stranicami,
ki tocke povezujejo vodoravno in navpi¢no, oziroma lezijo na ¢rtah mreze. Izhodis¢no oglisce
je prva tocka mreze na prvi mrezni Crti. Dolzine stranic teh kvadratov so 1 in 2 enoti.
Nacrtamo Se en kvadrat, ki sosednji oglis¢i povezuje v diagonalni smeri. Izhodis¢no oglisce
tega kvadrata je druga tocka na prvi vodoravni mrezni ¢érti. Dolzina stranic tega kvadrata je
VZ enote. Pri tem je V12 + 12 =+/2. Rdege obarvana §tevka predstavlja oddaljenost prve
tocke na prvi vodoravni mrezni Crti od izhodiS¢nega oglis¢a kvadrata (druga tocka na prvi

vodoravni mrezni ¢érti je od prve oddaljena 1 enoto).

Slika 10: Kvadrati v mrezi to¢k 3 x 3

V mrezo to¢k 4 x 4 lahko nacrtamo pet razlinih kvadratov (slika 11). Tri kvadrate s
stranicami na mreznih ¢rtah. DolZine stranic teh kvadratov so 1, 2 in 3 enote. Dva kvadrata s
stranicami, ki tocke povezujejo v diagonalni smeri. Izhodis¢no oglis¢e je druga tocka na prvi
vodoravni mreni &rti. Dolzini stranic teh kvadratov sta v2 enoti in /5 enot, saj je

VIZF 7 = 5.

Slika 11: Kvadrati v mrezi to¢k 4 x 4

@




V mreZo to¢k 5 x 5 lahko nadrtamo osem razliénih kvadratov (slika 12). Stiri kvadrate s
stranicami na mreznih ¢rtah. Dolzine stranic teh kvadratov so 1, 2, 3 in 4 enote. Tri kvadrate s
stranicami, ki to¢ke mreze povezujejo diagonalno. Izhodis¢no oglisée je druga tocka na prvi
vodoravni mrezni ¢érti. Dolzine stranic so V2 enot, +/5 enot in V10 enot. Pri tem vemo, da je
V12 +32 =+/10. Prav tako je naértan en kvadrat s stranicami, ki totke povezujejo v
diagonalni smeri in ima za izhodi§¢no oglisce tretjo to¢ko na prvi vodoravni mrezni Crti.
Dolzina stranice tega kvadrata jev/8 enote. Pri tem vemo, da je V22 + 22 = /8. Rdece
obarvana Stevka predstavlja oddaljenost izhodis¢nega oglis¢a kvadrata od prve tocke mreze

(tretja tocka na prvi vodoravni mrezni ¢rti je od prve oddaljena 2 enoti).

[ L

Slika 12: Kvadrati vmrezi 5 x 5
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V mrezo to¢k 6 x 6 lahko na¢rtamo enajst razlicnih kvadratov (slika 13). Pet kvadratov s
stranicami na mreZnih &rtah. DolZine stranic teh kvadratov so 1, 2, 3, 4 in 5 enot. Stiri

kvadrate s stranicami, ki tocke povezujejo diagonalno. Izhodis¢no oglis¢e je druga tocka na
prvi vodoravni mrezni ¢érti. Dolzine stranic teh kvadratov so V2, /5, V10 inV/17 enot. Pri
tem vemo, da je V12 + 42 = +/17. Dva kvadrata imata izhodis¢no oglisée v tretji tocki na

prvi vodoravni mrezni érti. Dolzini stranic teh kvadratov sta +/8 in +/13 enot. Pri tem vemo, da

je V3Z + 22 = /13.

Slika 13: Kvadrati v mrezi 6 x 6




Opazimo, da lahko kvadrate v mrezah razdelimo v skupine (tabela 1) glede na izhodi$¢no

oglis¢e (tocka na prvi vodoravni mrezni Crti, ki je oglis¢e kvadrata).

Tabela 1

Mreza DolZine stranic kvadratov

1x1

2x2 1

3x3 1,2, V2

4x4 1,2,3 V2,5

5x5 [1,2,34 V2,5, V10 V8

6x6 1,2,3,4,5 Vv2,V5,V/104/17 | V/8,V13

7x7 1,2,3,4,5,6 | 2, v/5, V10,/17, | V813,420, V18

V26

V prvem stolpcu tabele so razseznosti mrez, v katere nacrtujemo kvadrate. Vsaki mrezi
ustrezajo kvadrati, zapisani v isti vrsti. Ti so podani z velikostjo svoje stranice. S stolpci so
kvadrati razdeljeni v skupine glede na lego izhodis¢énega oglis¢a (tocka mreZe na prvi mrezni
¢rti). Vsi kvadrati v istem stolpcu imajo torej za eno izmed oglis¢ (izhodis¢no oglis¢e) isto
tocko mreze na prvi vodoravni mrezni ¢rti. Tako so v primeru mreze 4 x 4 v prvem stolpcu
zapisani kvadrati z dolZino stranice 1, 2, 3 enote. Ti imajo izhodi§¢no ogli¢e v izhodis¢ni

(prvi) tocki mreze na prvi mrezni ¢rti. V drugem stolpcu so zapisane dolzine stranic kvadratov

V2, V5 enot. Ta dva kvadrata imata izhodi§¢no oglis¢e v drugi to¢ki mreZe na prvi mrezni

Crti.
V nadaljevanju zapi§imo v preglednico Stevilo kvadratov (tabela 2). Tabela 2
Mreza Stevilo kvadratov
1x1
2x2 1
3x3 2 1
4 x4 3 2
5x5 4 3 1
6x6 5 4 2
7x7 6 5 3 1
nxn n-1 n-2 n-4 n-6




Vsi kvadrati v istem stolpcu imajo za izhodi$¢no oglisce isto tocko mreze na prvi vodoravni
mrezni Crti.
Opazimo, da je vseh kvadratov, ki imajo za izhodis¢no oglis¢e prvo (izhodis¢no) tocko mreze

natanko n — 1. Ti kvadrati imajo stranice na mreznih ¢rtah. V mrezi 10 x 10 bi bilo natanko 9

takih kvadratov. Dolzine njihovih stranic bi bile 1, 2, 3 ... 9 enot.

Kvadratov, ki imajo za izhodis¢no oglis¢e drugo toCko mreze na prvi mrezni Crti je v mrezi

n x n natanko n — 2. DolZine stranic izraCunamo s Pitagorovim izrekom. Najve¢ji zmed teh
kvadratov ima dolzino stranice ,/(n — 2)? + 12..

Kvadratov, ki imajo za izhodis¢no oglisce tretjo tocko mreZe na prvi mrezni Crti je v mreZi

n x n natanko n — 4. Dolzine stranic izraCunamo s Pitagorovim izrekom. Najve¢ji izmed teh
kvadratov ima dolzino stranice 1/ (n — 3)? + 22..

Tako je kvadratov, ki imajo za oglis¢e Cetrto to¢ko mreze na prvi mrezni ¢rti natanko n — 6.

Najvedji izmed teh kvadratov ima dolzino stranice \/(n — 4)? + 32 ..

Tako ima najvecji kvadrat v mrezi n x n, ki ima za izhodis¢e poljubno tocko na prvi mrezni

érti (v), dolzino stranice \/(n — v)2 + (v — 1)2.

Ce skupine, razdeljene po stolpcih posplosimo (glej najnizjo vrstico tabele) ugotovimo, da

lahko Stevilo kvadratov v poljubni razseznosti mreZe n x n izraunamo s formulo
m-D+-2)+(n—-4)+n—-6)+(n—8)+--.

Ta formula se z ve¢anjem razseznosti mreze dalj$a oz. pridobi ve¢ ¢lenov vsote. Poskusajmo

v naslednjih korakih zapisati tako obliko formule, ki ne bo odvisna od Stevila ¢lenov vsote.

V prvem koraku zelimo ugotoviti koliko stolpcev v vrstici zapolnjujejo kvadrati poljubne
mreze, oziroma v koliko skupin po izhodis¢nem oglis¢u jih delimo. To Stevilo nam pove,

koliko ¢lenov ima formula. V slede¢ih formulah n predstavlja eno razseznost mreze n X n.
Zapisi se nanasajo na tabelo 2.

Kvadrati mreze 1 X 1 ne zapolnjujejo stolpcev.

Kvadrati mreze 2 X 2 zapolnjujejo 1 stolpec.

Kvadrati mreze 3 X 3 zapolnjujejo 2 stolpca.




Kvadrati mreze 4 X 4 zapolnjujejo 2 stolpca.
Kvadrati mreze 5 X 5 zapolnjujejo 3 stolpce.
Kvadrati mreze 6 X 6 zapolnjujejo 3 stolpce.
Kvadrati mreze 7 X 7 zapolnjujejo 4 stolpce.

Iz zapisnega lahko sklepamo, da kvadrati mreze 8 X 8 zapolnjujejo 4 stolpce, v mrezi 9 X
je 5 zapolnjenih stolpcev, v mrezi X je 5 zapolnjenih stolpcev. Do spremembe Stevila

zapolnjenih stolpcev pride pri vsaki lihi razseznosti mreze.
Poglejmo kako je s Stevilom zasedenih stolpcev pri lihi razseznosti mreze, n je liho Stevilo.

(1 — 1= 0 stolpcev) V mrezi 1 x 1 ni nacrtanega kvadrata. Zaradi lepSega zapisa pa lahko
reCemo, da je nacrtan en kvadrat z dolzino stranice 0, potem bi zapisali 1 — 0 = 1. S

premislekom ugotovimo, da lahko Stevilo zasedenih stolpcev izracunamo

— 1= 2 stolpca
— 2 =3 stolpci
— 3 =4 stolpci
— 4= 5 stolpcev
Oziroma za n, - nT_l = nTH . S formulo nTH izraCunamo Stevilo stolpcev in s tem Stevilo

¢lenov vsote vseh kvadratov v mreZi z liho razseZnostjo n.

V primeru n = 9 je ”T“=(3;r—1=5. Tako je 5 ¢lenov v vsoti, to son—1=9—-1=38,
n—-2=9-2=7n-4=9-4=5n-6=9-6=3,n—-8=9-8=1.
Vseh razli¢nih kvadratov je tako 8 + 7+ 5+ 3 + 1 = 24.

Poglejmo kako je s Stevilom zasedenih stolpcev pri sodi razseznosti mreze, n je sodo $tevilo.

Stevilo zasedenih stolpcev in s tem §tevilo &lenov vsote izraéunamo
— 1= 1 stolpec,
— 2= 2 stolpca,

— 3 =3 stolpci,
— 4 =4 stolpci,




—5 =5 stolpcev.
Za n stolpcev je formula n — g = g . S formulo g tako izracunamo $tevilo zasedenih stolpcev,

oziroma Stevilo ¢lenov vsote, s katero izraCunamo vsoto vseh razliénih kvadratov v mrezi s

sodo razseznostjo N.

Vprimerun:10,je§=§=5jeSélenovvsote.Tiélenison—l=10—1=9,n—2=

10-2=8n-4=10—-4=6n-6=10-6=4,n—-8=10—-8= 2.
Vseh razliénih kvadratov je tako 9 + 8 + 6 + 4 + 2 = 29.

Stevilo ¢lenov v formuli (n — 1) + (n —2) + (n — 4) + (n — 6) + (n — 8) + -+ izraGunamo

glede na razseznost mreze, ali je liha ali soda.

Naj bo Stevilo ¢lenov k. Potem je k Stevilo zasedenih stolpcev v tabeli, oziroma Stevilo tock
mreZe, ki so izhodi$¢na oglis¢a kvadratov. Vsoto lahko zapisemo (n—1) + (n—2) +
m—4)+Mm—-6)+ -+ (n—2(k—1)), saj bi bilo poljubno sodo $tevilo 2k, vendar je v

tej vsoti prvi seStevanec $tevilo 1, zato 2(k — 1).
Vsoto preoblikujemovk -n—(1+2+4+ -+ 2(k — 1)).

Preoblikujemo odstevanec (1+2+4+--+2(k—-1)=1+2+4+--+2(k—-1)). V
oklepaju je vsota k zaporednih sodih naravnih Stevil, zato izpostavimo skupni faktor 2. Tako
je 1+2-(1+2+--4+(k—1)). V oklepaju je vsota prvih k —1 naravnih S$tevil, kar
k(k—1)

2

zapisemo

Zapisimo odStevanec 1 + 2 - k(kz_l) =1+k-(k—1)=k?—-k+ 1.

Skupno $tevilo vseh razli¢nih kvadratov izraGunamo s formulo kn — (k% — k + 1).

Poglejmo nekaj primerov. Naj bo n liho Stevilo, n = 13. Potem je Stevilo ¢lenov k = nTH =7.

V vsoti je torej 7 ¢lenov: m—1)+(n—-2)+(n—-4)+n—-6)+(n—8)+(n—10) +
(n—12)=(13-1)+(13-2)+ (13 —4) + (13- 6) + (13— 8) + (13 — 10) +
(13-12)=12+114+9+7+5+3+1 =48,

Z naSo formulo pa izratunamo kn — (k? —k+ 1) =7-13 - (72 =7 + 1) = 91 — 43 = 48.

V mrezi 13 x 13 je 48 razli¢nih kvadratov.




V naslednjem primeru naj bo n sodo $tevilo, n = 14. Potem je $tevilo ¢lenov k = g =7.V
vsoti je torej spet 7 ¢lenov: (n— 1)+ (n—2)+ (n—4)+ (n—-6)+(n—8) + (n—10) +
n-12)=(14-1)+(14-2)+(14-4)+(14—-6)+(14-8)+ (14— 10) +

(14—12) =13+ 12+ 10+ 8+ 6+ 4 + 2 = 55.

Z naso formulo pa izraunamo kn — (k? —k+1) =7-14— (7> — 7+ 1) = 98 — 43 = 55.

V mrezi 14 x 14 je 55 razli¢nih kvadratov.

Stevilo &lenov v zaporedju izradunamo torej s k% — k + 1. Stevilo vseh razliénih kvadratov s

formulo kn — (k? — k + 1).

Naj n predstavlja eno razseznost mreze n X n.

Za sodo razseznost mreze je k = %, tako je

nk—(2—k+1)=

. v v . +1 .
Za liho razseznost mreze je k = nT, tako je

nk—(2—k+1)=

n+1 (n+1>2 n+1_|_1 _
L 2 2 =

n®+42n-3
4

Ker se k (poljubno stevilo ¢lenov, oziroma S$tevilo to¢k mreze, ki so izhodis¢na oglis¢a
kvadratov) pri sodih in lihih razseznostih mrez razlikuje, smo dobili dve razli¢ni formuli za
sode in lihe razseznosti. Z vsako izmed formul lahko izraCunamo Stevilo razli¢nih kvadratov v
mrezi.

V primeru n = 13 vemo, da je Stevilo kvadratov 48, kar izraCunamo tudi s formulo

n?+2n-3 _ 13%42:13-3 _
4 4

48.
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V nadaljevanju poskuSamo ugotoviti dolzino stranice najvecjega kvadrata v mrezi n x n, zato

se bodo zapisi navezovali na tabelo 1.

Po preucevanju tabele lahko opazimo, da ima najvecji kvadrat v mrezi n x n za izhodisce
drugo toCko na prvi mrezni Crti. To trditev lahko potrdimo z neenakostjo, pri kateri bi bila
stranica najvecjega kvadrata, ki ima za izhodis¢e drugo to¢ko na prvi mrezni Crti, vecja od

stranic najvecjih kvadratov, ki bi imeli za izhodis¢e tretjo, Cetrto, peto, Sesto... tocko na prvi

mrezni &rti: \/(n — 2)2 + 1 > /(n — v)2 + (v — 1)2. V neenakosti smo uporabili formulo za
izraun stranice najvecjega kvadrata, ki ima za izhodis¢e poljubno tocko na prvi mrezni Crti
).

Izraz krajsamo in ga preoblikujemo v

n—4dn+4+1>n?-2nv+v?+v?-2v+1.

Z nadaljnjim preoblikovanjem neenache zapisemo

—An+ 4> —2nv + 2v? - 2v.

Ce ponovno preuéimo tabelo opazimo, da se razlika med dolZino stranice najvedjega
kvadrata, ki ima za izhodis¢e drugo tocko na prvi mrezni ¢rti in dolzinami stranic najvedjih
kvadratov, ki imajo za izhodisCe tretjo, Cetrto, peto, Sesto... tocko, veCa z naraSCanjem
razseznosti mreze. Tako je v neenakosti smiselno upostevati le razseznosti mreze, v kateri
tretja, Cetrta, peta, Sesta... tocka na prvi mrezZni Crti prvi¢ postane izhodis¢e nekemu kvadratu
oziroma, ko se tretji, Cetrti, peti, Sesti... stolpec zapolni prvi¢. Opazimo, da se stolpci prvi¢
zapolnijo pri lihih razseznostih mrez. Ce so pri lihi razseznosti mreze zapolnjeni trije stolpci,

se je torej tretji stolpec zapolnil prvi¢. Za izraun S$tevila kvadratov smo ugotovili, da s

+1. . . v 1 . .
formulo nT izraGunamo $tevilo zapolnjenih stolpcev v mrezi z liho razseznostjo n. Tako naj

n+1
bo v = -

Formulo "TH = v lahko preoblikujemov n = 2v — 1.
Zdaj lahko v neenakost na mesto n vstavimo 2v — 1
—4Qv—-1)+4>-2v(2v —1) + 2v*> — 2v

In jo okrajsamo ter zapisemo —8v + 8 > —2v?2.
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Mnozica reSitev za to neenacbo je tako v ={3, 4, 5, 6...}, Kjer je (v) izhodis¢na tocka

kvadrata na prvi mrezni ¢rti. Tako je trditev, da ima najvecji kvadrat v mrezi n x n dolzino

stranice 1/ (n — 2)? + 12, pravilna.

3. Pravilni vec¢kotniki v mreZi n x n

V nadaljevanju posku$ajmo namesto kvadrata v mrezo narisati razli¢éne pravilne veckotnike.

Pravilni veckotnik z najmanj stranicami je enakostrani¢ni trikotnik (slika 11).

Slika 11

Za enakostrani¢ni trikotnik je znacilno, da ima vse stranice enako dolge in notranje kote enake
60°. Trikotnik naértamo tako, da sta ogliS¢i A in B tocki mreZe in daljica AB leZi na mrezZni
¢rti. Oglis¢e C lezi na premici, ki je pravokotna na daljico AB in poteka skozi njeno
razpolovide. Ce bi bilo oglis¢e C tocka mreZe, bi Va izrazili kot racionalno vrednost, saj bi

.....

V3

. : . — a- :
enakostrani¢nem trikotniku izrazimo kot iracionalno vrednost — Tako pravilnega

trikotnika, ki bi imel eno stranico na mrezni ¢rti, ni mogoce nacrtati v celostevilsko mrezo

tock.

Razi$¢imo, kako je v primeru, ko stranice trikotnika toc¢ke povezujejo v diagonalni smeri

(slika 12). P ¢ £

Slika 12

A b

e
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Plosc¢ina pravokotnika ADEF je racionalno, oziroma celo Stevilo, saj so koordinate tock mreze
celosteviléne. Tudi koordinate oglis¢ trikotnika ABC so celosteviléne, saj so prav tako tocke
mreze. Zato so plos¢ine vseh pravokotnih trikotnikov, trikotnika ADB, trikotnika BEC in
trikotnika CFA racionalna S$tevila. Plos$¢ina trikotnika ABC je razlika med plos¢ino
pravokotnika in vsote plos¢in pravokotnih trikotnikov. Razlika dveh racionalnih Stevil je
racionalno $tevilo. Ce bi torej imel enakostrani¢ni trikotnik vsa oglii¢a v totkah mreze, bi
njegova ploscina bila racionalno Stevilo. Ker pa vsako plos¢ino enakostrani¢nega trikotnika
izrazimo kot iracionalno Stevilo, pridemo do protislovja. Enakostrani¢ni trikotnik ne more
imeti vseh ogliS¢ v tockah mreze.

Trditev, da v kvadratno mrezo ne moremo nacrtati nobenega pravilnega veckotnika razen
kvadrata, lahko podkrepimo z dokazom podobnim temu za enakostrani¢ni trikotnik. Vsak
pravilni veckotnik lahko razdelimo na skladne enakokrake trikotnike. Ti imajo vrh v sredis¢u
veCkotniku o€rtane kroznice, kraki pa segajo do oglis¢ lika. Lastnost je predstavljena na

primeru Sestkotnika (slika 13).

Slika 13

. . . . . v . . L.
Za izracun povrsine trikotnika uporabimo formulo % . Stranica a je ze podana. S pomocjo

kotnih funkcij lahko izratunamo dolzino viSine v,. V osnovni $oli seveda o kotnih funkcijah
e ni¢ ne vemo. Vemo pa, da ima krog srediséni kot 360°. Ce je n Stevilo skladnih

enakokrakih trikotnikov v pravilnem veckotniku, je velikost srediS¢nega kota v poljubnem
pravilnem veckotniku %00. V opazovanem trikotniku ABC je kot ZACB polovica sredis¢nega

kota, ki ga razpolavlja v, (slika 14).

13



Slika 14

a

Velikost kota ZACB je torej % V nadaljevanju bi morali poznati pomen kotnih funkcij, saj

se izkaze, da je plos¢ina trikotnika racionalno $tevilo le v primeru ko je velikost kota ~ZACB
45°, torej v kvadratu. Tako ugotovimo, da je edini veckotnik z racionalno plos¢ino, ki ga
lahko na¢rtamo, kvadrat.

Predpostavimo, da je v mrezo tock nacrtan poljuben pravilni veckotnik, Ki ima za oglis¢a
to¢ke mreze. O¢rtamo mu kroznico, ki je hkrati vértana kroznica kvadrata, ki ima za stranice
mrezne érte. DolZino stranice kvadrata oznaéimo z a, tako je njegova plosc¢ina a?. Opis je

predstavljen na primeru Sestkotnika (slika 15).

Slika 15

Ker so oglis¢a veckotnika po predpostavki to¢ke mreze, jih lahko poveZzemo s stranicami
kvadrata po mreznih ¢rtah in tvorimo pravokotnike in pravokotne trikotnike. Vsi novo nastali
liki imajo racionalno plos¢ino, saj imajo oglis¢a v tockah mreze, katete ali stranice pa na

mreznih ¢rtah (slika 16).

Slika 16




Osenceni del ima torej racionalno plo$¢ino. Kvadrat ima racionalno plos¢ino a?. Plos¢ina
Sestkotnika je razlika ploscine kvadrata in osencenega dela. Razlika dveh racionalnih Stevil je
racionalno Stevilo, zato je plos¢ina Sestkotnika racionalno Stevilo. Ta lastnost naj bi veljala za
vse pravilne veckotnike, ki imajo oglis¢a v tockah mreze. Ta trditev je v protislovju s prejsnjo
ugotovitvijo, da plos¢ine vseh pravilnih veckotnikov razen kvadrata izrazimo kot iracionalne
vrednosti. Tako noben pravilen veckotnik z izjemo kvadrata ne more imeti ogliS¢ v tockah

mreze.

4. Kvadrati v mrezi m x n

Mreza m X n je mreza v kateri Stevilo mreznih tock v vodoravni smeri ni enaka Stevilu tock v
navpi¢ni smeri. Tudi v tako mreZo lahko nacrtujemo kvadrate. Najvecji kvadrat ima stranico

vedno enako krajsi stranici mreze (na sliki 17 je mreza 7 x 4).

[ Slika 17

V mrezo 7 X 4 lahko nariSemo enako $tevilo razli¢nih kvadratov kot v mrezo 4 x 4, saj ima
najvedji kvadrat stranico enako krajsi razseznosti mreze. Ce ta kvadrat povetamo tako, da so
njegove stranice enake daljsi razseznosti, kvadrat preseZze meje mreze tock. Zato lahko v
mrezo m x n (M > n) naértamo enako Stevilo kvadratov, kot v mrezo n x n. Enako velja za

mrezo N x M (N < m), le da je dalj$a stranica potem navpicna.
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5. Ugotovitve

Navedimo, kaj smo ugotovili v raziskovalni nalogi.

S pomocjo pravokotnih trikotnikov smo pokazali, da lahko na¢rtamo v kvadratno mrezo
tock kvadrat, ki ima oglis¢a v tockah mreze.

Prikazali smo vse moZne kvadrate v razseZnostth mrez 1 X 1,2 x2,3x3,4x4,5x5in
6 X 6.

Ugotovili smo, da ima najvecji kvadrat, ki ima za izhodis¢e poljubno to¢ko na prvi

mrezni érti in razseznosti mreze n x N, dolZino stranice \/(n —v)2+ (v —1)2. Z v
ozna¢imo zaporedno Stevilo tocke na prvi mrezni Crti.

Izracunali smo dolzine stranic kvadratov in Stevilo razlicnih kvadratov v razseznostih
mrez1Xx1 2x2,3x3,4x4,5x5,6Xx6,7 X7 in ugotovitve posplosili za poljubno
razseznost mreze N x N.

Zapisali smo formulo za izracun $tevila kvadratov v poljubni razseznosti mreze N x n:
n-1D+n-2)+(n—-4)+n—-6)+(n—8)+ -

Izracunali smo Stevilo skupin kvadratov glede na izhodis¢no oglis¢e prve mrezne Crte,

oziroma Stevilo ¢lenov vsote, s katero izraCunamo vsoto vseh razliénih kvadratov v
. . v v L. - n . v v - n+1
poljubni mreZi n x N. Za sodo razseZnost mreze Je 5 2a liho razseZnost mreze je -

Konstanto smo poimenovali k.

Zapisali smo formulo za izracun Stevila kvadratov v poljubni razseznosti mreze n x n,

kn— (k? —k + 1).

Za sodo razseznost mreze n Smo zapisali formulo za izracun Stevila kvadratov

n?4+2n—4
4

Za liho razseznosti mreze n x N smo zapisali formulo za izracun §tevila kvadratov
n2+2n-3

4

Z neenakostjo smo pokazali, da stranico najvecjega kvadrata v mreZi n x n izraunamo s

formulo \/(n — 2)% + 12.
Pokazali smo, zakaj enakostrani¢nega trikotnika ne moremo nacrtati v kvadratno mrezo

tako, da bi vsa oglisc¢a trikotnika bila tocke mreze.
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- S protislovjem smo pokazali da je kvadrat edini pravilni veckotnik, ki ga lahko nac¢rtamo
v kvadratno mrezo tako, da ima ogli$¢a v tockah mreze.
- Pokazali smo, da lahko v mrezo m x n (m > n), na¢rtamo le toliko razli¢nih kvadratov,

kot v mrezo n x n.

6. Druzbena odgovornost

Z raziskovalno nalogo sva pridobila veliko novih izkuSenj, tako z Osvajanjem matemati¢nih
vsebin, kot z zapisovanjem matemati¢nih besedil. Pri raziskovanju sva sodelovala in se
dogovarjala. Pridobljene izkus$nje in znanja bova lahko uporabila v srednji Soli. Raziskovalna
naloga je v celoti najino delo, ki temelji na zapisanih virih, pomo¢i mentorja in najinih
ugotovitvah. Ugotovitve in znanje, ki sva jih pridobila so priro¢ne tudi pri reSevanju nalog na
drugih podro¢jih znanosti. Meniva, da je najina raziskovalna naloga lahko vir znanja tudi za

druge, zainteresirane vrstnike.
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