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POVZETEK

Veckotniska zanka je zaprta veriga skladnih pravilnih veckotnikov, kjer se mora vsak veckotnik
dotikati natan¢no dveh drugih. Veckotnika se morata dotikati po celotni stranici. Zanke so
lahko razli¢nih velikosti in oblik. V nalogi smo pokazali, kako sta medsebojno povezana zunanji
in notranji obseg zanke glede na stevilo veckotnikov, ki zanko sestavljajo ter da oblika zanke
ne vpliva na zunanji in notranji obseg. Pokazali smo, da se obrazca za izraCun zunanjega in
notranjega obsega zank razlikujeta glede na veckotnike, ki sestavljajo zanko ter kako se

razlikujejo.

Kljuéne besede: veckotnik, zanka, veckotniska zanka, obseg, notranji obseg, zunanji obseg

ABSTRACT

A polygon loopis a closed chain of congruent regular polygons where each polygon must touch
exactly two others. The polygons must touch across the entire side. The loops can be different
sizes and shapes. In this paper, we have shown how the outer and inner circumference of the
loop are connected according to the number of polygons that make up the loop, and that the
shape of the loop does not affect the outer and inner circumference. We have shown that the
forms for calculating the outer and inner circumference differ according to the polygons that

make up the loop and how they differ.

Keywords: polygon, loop, polygon loop, circumference, inner circumference, outer

circumference
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1 UVOD

1.1 Namen incilj naloge

Namen in cilj nase raziskovalne naloge je predstaviti rezultate lastnih opazovanj in raziskovanj.
Pri veckotniSkih zankah smo raziskovali, ali obstaja povezava med notranjim in zunanjim
obsegom glede na Stevilo veckotnikov, ki sestavljajo zanko ter ugotavljali, ali obstaja kakSna
povezava med obsegi zank iz razli¢nih skladnih pravilnih veckotnikov. Opazovali smo tudi
oblike zank in ugotavljali, ali oblika vpliva na zunanji in notranji obseg zank. Na$ namen je
pokazati, da lahko za vse StirikotniSke (SestkotniSke, osemkotniske) zanke izraGunamo zunanji

in notranji obseg zanke glede na Stevilo veckotnikov v zanki.

1.2 Hipoteze

Na podlagi raziskovalnih vprasanj smo postavili naslednje hipoteze.
Hipoteza 1: Zunanji obseg veckotniske zanke je odvisen od vrste veckotnikov, ki sestavljajo
zanko, in njihovega Stevila v zanki.

Hipoteza 2: Razlika med zunanjim in notranjim obsegom je pri vseh veckotniskih zankah

enaka.

Hipoteza 3: Veckotniskih zank ne moremo sestaviti iz poljubnega Stevila pravilnih

veckotnikov.

Hipoteza 4: Oblika zanke (ne zgolj Stevilo veckotnikov v zanki) vpliva na njen notranji in

zunanji obseg.
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2 METODOLOGIUA DELA

Pri raziskovanju smo uporabili ve¢ metod. Predvsem smo se opirali na metodo opazovanja in
zbiranja podatkov. Za prikaz rezultatov smo uporabili Se metodo graficnih ponazoritev s
pomocjo racunalniskih skic. V svoje delo smo vkljucili Se metode nacrtovanja, racunanja in

sklepanja.

Kot smo zapisali v ciljih nase naloge, smo raziskovali, ali obstaja povezava med notranjim in
zunanjim obsegom veckotniskih zank. Raziskovanja smo se lotili sistematicno in se najpre;j lotili
raziskovanja Stirikotniskih zank ter njihovega zunanjega in notranjega obsega. Sele nato smo
se lotili tudi SestkotniSkih zank in kasneje dodali Se osemkotniske ter desetkotniSke zanke.
Razmisljali smo tudi o obliki zank, ki nastanejo iz razlicnega Stevila veckotnikov in ali oblika

vpliva na zunanji in notranji obseg zanke.
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3  VECKOTNIKI
3.1 Kaj so pravilni veckotniki?

Veckotniki so enostavne sklenjene lomljenke, ki tvorijo geometrijske like. Imenujemo jih po

Stevilu oglis¢ (stranic, notranjih kotov, zunanjih kotov).

BYre

Veckotnik je pravilen, kadar ima vse stranice enako dolge in vse notranje kote skladne.

AT SO

Slika 2:  Pravilni veckotniki (vir: avtor)

Slika 1: Veckotniki (vir: avtor)

Pravilni ve¢kotniki imajo torej medsebojno skladne vse stranice in prav tako so medsebojno
skladni vsi notranji koti. Vsi pravilni veckotniki so izboceni (konveksni), torej posamezni

notranji kot v poljubnem vecékotniku vedno meri manj kot 180°.
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Pravilni veckotniki so osno simetri¢ni (somerni), torej obstaja vsaj ena premica, preko katere
se pravilni ve¢kotnik preslika sam vase. Se ve¢, pravilni veckotniki imajo natanko toliko
simetral kolikor imajo stranic. Pravilni veckotniki s sodim Stevilom stranic so tudi sredis¢no
somerni. Obstaja torej tocka, cez katero se lik preslika sam vase. Vse simetrale pravilnega

veckotnika se sekajo v eni tocki, ki jo imenujemo sredisce (S). Pri pravilnih veckotnikih s sodim

Stevilom stranic je ta tocka hkrati sredis¢e somernosti.

Slika 4:  Pravilni veckotniki s sodim Stevilom stranic in njihove osi simetrije ter sredisc¢e

somernosti (vir: avtor)

Sredis¢e je v pravilnem veckotniku enako oddaljeno od vseh oglis¢ veckotnika in enako

oddaljeno od vseh stranic veckotnika.

Pravilnih ve€kotnikov je neskonéno mnogo. Za vsako naravno Stevilo oglis¢, ki je vecje ali enako
3, obstaja pravilni ve¢kotnik. Dva pravilna n-kotnika sta vedno podobna. Ce imata enako dolgo

stranico (a' = a), sta tudi skladna.
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Vsota notranjih kotov veékotnika je: (n — 2) - 180°.
n — Stevilo stranic pravilnega veckotnika
Za poljubni pravilni veckotnik tako velja, da posamezni notranjih kot (a) meri:

(n—2)-180°
a=—
n

Vsota zunanjih kotov veckotnika je vedno 360°. Za poljubni pravilni veckotnik torej velja, da

vsak njegov zunaniji kot (a) meri:

360°
a, =

n

Zelo enostaven je tudi razmislek o obsegu pravilnih veckotnikov, s plos¢ino je nekoliko vec
tezav, a v nadaljnjem raziskovanju smo se osredotocali na obsege in nas plosc¢ina zaenkrat ni

toliko zanimala.

Obseg pravilnega veckotnika (a — dolzZina stranice pravilnega veckotnika) je o = n - a.

3.2 Pravilni stirikotniki, Sestkotniki, osemkotniki in desetkotniki

V nalogi smo za raziskovanje zank iz vec¢kotnikov (ve¢ o tem v nadaljevanju) uporabili pravilne
Stirikotnike, Sestkotnike, osemkotnike in desetkotnike, zato le-te tudi nekoliko bolj podrobno

predstavljamo.

Se morda sprasujete, zakaj smo izbrali prav veckotnike s sodim Stevilom stranic? Kot smo Ze
zapisali, so le-ti tako osno kot tudi sredis¢no somerni, to pa poenostavi sestavljanje

veckotniskih zank.

3.2.1 Pravilni stirikotnik

Pravilni Stirikotnik je kvadrat. Ima Stiri skladne notranje kote in Stiri skladne stranice, ki so
paroma vzporedne. Vsak notranji kot meri 90°, torej je kvadrat hkrati tudi pravokotnik. Vsak
od stirih zunanjih kotov kvadrata prav tako meri 90°. Vsota zunanjih kotov pravilnega

Stirikotnika je 360°. Prav tako je vsota notranjih kotov pravilnega Stirikotnika 360°.

10
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D a o]
a a
A a B

Slika 5: Pravilni stirikotnik — kvadrat (vir: avtor)

Velikost posameznega notranjega in zunanjega kota lahko izracunamo tudi po zgoraj

navedenih obrazcih za pravilne veckotnike.

Obseg kvadrata je 0 = 4 - a, za plo¢ina velja: p = a?.

3.2.2 Pravilni Sestkotnik

Pravilni Sestkotniki imajo po Sest skladnih notranjih kotov (seveda imajo posledi¢no tudi Sest
skladnih zunanjih kotov) in Sest enako dolgih stranic. Posamezni notranji kot pravilnega
Sestkotnika meri 120°. To lahko izratunamo s pomocjo obrazca za izracun velikosti notranjih

kotov pri pravilnih mnogokotnikih:

(n—2)-180°

- =

(6—2)-180°

- =
4-180°

— =

Vsota zunanjih kotov je (kot pri vseh veckotnikih) 360°. Iz tega lahko za pravilni Sestkotnik

izraCunamo, da posamezni zunanji kot meri 60°.

Obseg pravilnega Sestkotnika je o = 6 - a.

11
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- . 33
Za plo¢ino velja: p = —=- a?.

Slika 6: Pravilni sestkotnik (vir: avtor)

3.2.3 Pravilni osemkotnik

Pravilni osemkotnik ima po osem skladnih notranjih kotov in osem skladnih stranic. Vsak

notranji kot pravilnega osemkotnika meri 135°. Posamezni zunanji kot pa 45°.

Obseg pravilnega osemkotnika je 0 = 8 - a.

Plo$¢ino pravilnega osemkotnika s stranico a dobimo s pomogjo obrazca p = 2a?(1 + V2).

Obrazec smo dobili z nekaj truda, predstavljamo, kako smo do tega prisli:

Imamo pravilni osemkotnik ABCDEFGH s stranico a. Povezimo oglis¢a tako, da dobimo

daljice AD, BG, CF in EH. Presecis¢a teh daljic so oglis¢a kvadrata IJKL, s stranico a.

12
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F E

Slika 7:  Pravilni osemkotnik (vir: avtor)

Enakokraki pravokotni trikotniki ABI,CD]J,EFK in GHL so ocitno skladni med seboj. Ker je

njihova hipotenuza obenem tudi stranica osemkotnika, lahko izracunamo dolzino katete (k)

po Pitagorovem izreku:

a? = 2k?

Plos¢ino pravilnega osemkotnika ABCDEFGH tako sestavljajo kvadrat s plos¢ino a? in §tirje

pravokotniki z dolZino a in Sirino aTﬁ ter Stirje pravokotni trikotniki s katetama dolzZine az—ﬁ

13
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Zato je ploscina pravilnega osemkotnika enaka:

M2
av2 2

=a’+4 4
pa+a2+ >

a?-2
4

p=a®+2a*v2+2
p = a®+ 2a*V2 + a?
p = 2a?+2a*V2

p = 2a*(1+ V2).

3.2.4 Pravilni desetkotnik

Pravilni desetkotnik ima po deset skladnih notranjih (in posledi¢no tudi zunanjih) kotov ter

deset skladnih stranic. Vsak notranji kot tega lika meri 144°, zunanji pa 36°.
Obseg pravilnega desetkotnika je 0 = 10 - a.

Ploscino pravilnega desetkotnika s stranico a dobimo s pomocjo obrazca za izracun ploscine
pravilnega desetkotnika: p = ;az -1/5 + 2+/5. Obrazec smo sicer Zeleli tudi sami izpeljati, a

nam, Zal, osnovnoSolska matematika pri tem ni zadostovala. Potrebno bi bilo znanje o kotnih

funkcijah.

Slika 8: Pravilni desetkotnik (vir: avtor)

14
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4 VECKOTNISKE ZANKE

Veckotniska zanka je veriga skladnih pravilnih veckotnikov, kjer se vsak veckotnik dotika

natanko dveh drugih veckotnikov. Veckotnika se dotikata po celotni dolzini ene stranice.
Stevilo ve¢kotnikov v zanki oznaé¢imo z m.
m — Stevilo veckotnikov v zanki

meN

o~ . \\ o
| |U [ 1 a0
P M —— A
‘ ‘ ‘ < /\/\ Y 7 /A\&f >
TS < T .
[ LT 0] | e
L\\ //

Slika 9:  Primeri veckotniskih zank (vir: avtor)

4.1 Stirikotniske zanke — zanke iz kvadratov

Zanka iz kvadratov je zaprta veriga skladnih kvadratov, kjer se mora vsak kvadrat dotikati

natanko dveh drugih kvadratov, in sicer po celotni dolZini stranice.

Slika 10: Stirikotniska zanka (vir: avtor)

15
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Slika 11: Primer neustrezne Stirikotniske zanke, ker se posamezni kvadrati dotikajo vec¢ kot

dveh drugih kvadratov (vir: avtor)

Slika 12: Se en primer neustrezne $tirikotniske zanke, ker se kvadrati ne dotikajo po dolZini

celotne stranice (vir: avtor)

»Najmanj$o« Stirikotnisko zanko lahko sestavimo iz 8 skladnih kvadratov. Ce zanko

podaljSamo v dolzino, dobimo zanko iz 10 kvadratov. Po vec poskusih sestavljanja zanke iz 9

|

kvadratov ugotovimo, da je takSna zanka nemogoca.

Slika 13: Stirikotniske zanke iz 8, 10 in 12 kvadratov (vir: avtor)

Ce tako nadaljujemo z ve¢anjem zanke v dol%ino, dobimo Stirikotniske zanke s 12, 14, 16 ...
kvadrati v verigi. Poskusali smo sestaviti tudi zanke drugaénih oblik, a se vedno znova izkaze,

da imajo stirikotniske zanke lahko le sodo Stevilo likov v zanki.

16
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4.1.1 Razlika med notranjim in zunanjim obsegom SstirikotniSke zanke

Pri razlicno oblikovanih StirikotniSkih zankah smo opazovali zunanji obseg zanke in notranji
obseg zanke. Ker zanko sestavlja m kvadratov, je vsota notranjega in zunanjega obsega gotovo
2m. Vsak kvadrat se dotika dveh drugih kvadratov, torej k notranjemu in zunanjemu obsegu

skupno »prispeva« dve stranici. Ker smo Stevilo kvadratov v zanki oznacili z m, velja:
0, +0, =2m
0, — zunanji obseg zanke

0, — notranji obseg zanke

Sprva smo opazovali obsega stirikotniskih zank, ki smo jih vecali v dolzino (slika 10).
Podatke smo zbrali v preglednici 1 (ob koncu tega poglavja).
Opazili smo, da je razlika med zunanjim in notranjim obsegom zanke vedno enaka 8.

Pri iskanju sploSnega obrazca za zunanji obseg smo pri zankah, ki so »rasle« v dolzino, opazili,
da kvadrati, ki niso vogalni, vedno prispevajo po eno stranico v zunanji obseg zanke in eno v
notranji obseg zanke. Ker se Sirina zanke ne spreminja, kvadrata ki po Sirini lezita med
vogalnimi kvadrati, vedno enako prispevata k obsegom (po eno stranico k v posameznemu
obsegu). Torej razlika v obsegih pri vecanju zank nastane le pri kvadratih, ki po dolZini leZijo
med vogalnimi kvadrati. Ker pa tudi ti kvadrati prispevajo enako k obema obsegoma (po eno
stranico k vsakemu obsegu), lahko razlika med notranjim in zunanjim obsegom nastane zgolj
zaradi vogalnih kvadratov. Le-ti pa prispevajo vsak po dve stranici k zunanjemu obsegu, k
notranjemu pa nobene. Ker so vogalni kvadrati vedno Stirje, je posledi¢no zunanji obseg vedno

vedji od notranjegaza 4-2 = 8.

Zunanji obseg torej sestavlja 8 stranic, ki jih dobimo od vogalnih kvadratov, dve stranici, ki jih
prispevata kvadrata, ki lezita po Sirini med vogalnimi kvadrati, in (im — 6) stranic, ki jih

prispevajo kvadrati, ki lezijo med vogalnimi kvadrati po dolZini.
0,=4-24+2-1+(m—-6)
0,=10+m—6

0,=m+4
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Notranji obseg sestavljata dve stranici, ki jih prispevata kvadrata, ki leZita po Sirini med
vogalnimi kvadrati in (m — 6) stranic, ki jih prispevajo kvadrati, ki leZijo med vogalnimi
kvadrati po dolzZini.

0, =214+ (m—6)

o0p=2+m-—26

Oba obrazca samo potrjujeta Ze prej zapisane ugotovitve, da se zunanji in notranji obseg

StirikotniSke zanke razlikujeta za 8 in da je vsota obeh obsegov 0, + 0,, = 2m.

Slika 14: Stirikotniske zanke, ki »rastejo« v dolZino z oznacenimi vogalnimi kvadrati (vir: avtor)

Seveda nas je zanimalo, ali naSe ugotovitve veljajo tudi, kadar zanke niso oblik, kot so zanke

na sliki 14. Poglejmo primer nesimetri¢ne zanke iz 14 kvadratov na sliki 15.

Slika 15: Primer nesimetricne Stirikotniske zanke iz 14 kvadratov (vir: avtor)

Po dosedanjih ugotovitvah bi moral zunanji obseg meriti 0, = 14 + 4 = 18, notranji obseg te

zanke pa bi moral biti 0,, = 14 — 4 = 10. S preprostim prestevanjem lahko to tudi potrdimo.
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Smiselno je pogledati zanko na sliki 15 tudi z vidika, koliko posamezni kvadrati »prispevajo« k
posameznemu obsegu. Takoj opazimo, da je tokrat 5 vogalnih kvadratov, ki prispevajo po dve
stranici k zunanjemu obsegu, vendar pa obstaja en, recimo mu notranji vogalni kvadrat, ki k
zunanjemu obsegu ne prispeva nobene stranice. To pa je pravzaprav enakovredno situaciji, ko
imamo 4 vogalne kvadrate, ki prispevajo po dve stranici k zunanjemu obsegu in dva kvadrata,
ki prispevata vsak po eno stranico k vsakemu od obeh obsegov. Vsi ostali kvadrati, ki niso

vogalni, prispevajo po eno stranico k vsakemu od obsegov.
Za zunanji obseg velja torej:
0,=4-2+ (m—4)
0,=8+m—4
0, =m+4

Za notranji obseg pa:

Gotovo vas zanima, kaj pa v primeru Se bolj kompliciranih, vecjih zank. Vabimo vas k ogledu

slike 16 in verjamemo, da boste tudi sami opazili, da nase sploSne ugotovitve e vedno drZijo.

Slika 16: Vecja nesimetricna stirikotniska zanka (vir: avtor)
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Preglednica 1: Stirikotniske zanke in njihov zunanji in notranji obseg glede na Stevilo

Stirikotnikov v zanki

Stevilo kvadratov v zanki Zunanji obseg Notranji obseg
m 0, On
8 12 4
10 14 6
12 16 8
14 18 10
16 20 12
18 22 14
m m+ 4 m-—4

4.2 Sestkotniske zanke

Potem ko smo prisli do razmeroma lepih rezultatov pri StirikotnisSkih zankah, smo se lotili

Sestkotniskih zank.

Sestkotniska zanka je zaprta veriga pravilnih in skladnih $estkotnikov, kjer se mora vsak

Sestkotnik dotikati natanko dveh drugih. Vsaka sosednja Sestkotnika se dotikata po celotni

dolzZini ene stranice.

Slika 17: Sestkotniske zanke (vir: avtor)
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Ker se vsak Sestkotnik z dvema stranicama dotika sosednjih Sestkotnikov, je jasno, da so

preostale 4 stranice del notranjega ali zunanjega obsega.
Velja torej, da je:
0, +0, =4m

Vsota notranjega in zunanjega obsega Sestkotniske zanke je torej enaka Stirikratniku Stevila

Sestkotnikov, ki zanko sestavljajo ne glede na obliko zanke.

Ze na zacetku raziskovanja smo opazili, da je najmanj$a mozna $eskotniska zanka sestavljena
iz Sestih skladnih pravilnih Sestkotnikov. Ugotovili smo, da je nemogoce sestaviti zanko iz
sedmih Sestkotnikov. Vse sledece zanke bi bilo mozZno sestaviti, vendar smo svoje raziskovanje

omejili, saj je iz npr. 12 pravilnih skladnih Sestkotnikov mogoce sestaviti vec razli¢nih oblik

zank.
PN
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Slika 18: Najmanjsa moZna sestkotniska zanka (vir: avtor)

4.2.1 Razlika med notranjim in zunanjim obsegom Sestkotniske zanke

Kot pri Stirikotniskih zankah nas tudi pri Sestkotniskih zankah zanimala povezava med

zunanjim in notranjim obsegom zanke.

Iskali smo povezavo med Stevilom Sestkotnikov v zanki ter njenim zunanjim in notranjim

obsegom. Sprva smo se osredotocili na zanke, ki rastejo samo v dolZino.
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4.2.1.1 Sestkotniske zanke, ki »rastejo« v dolZino

Za laZje in bolj pregledno raziskovanje smo si zanke razdelili glede na njihovo »rast«, podobno
kot smo to naredili pri Stirikotniskih zankah. Ugotovili smo, da so lahko zanke simetri¢ne ali

nesimetricne ter seveda vecje ali manjse, glede na Stevilo Sestkotnikov v zanki.

Zanke, ki »rastejo« v dolZino, so preproste za opazovanje, saj so to simetricne zanke, ki pri
rasti v dolzino vedno dobijo dva dodatna $estkotnika. Sestkotniske zanke te oblike lahko

sestavimo iz najmanj Sestih Sestkotnikov, nato pa iz poljubnega sodega Stevila Sestkotnikov.

Sestkotniske zanke te oblike imajo na vsakem svojem koncu po tri $estkotnike, ki prispevajo
vsak po tri stranice k zunanjemu obsegu in po eno stranico k notranjemu obsegu —recimo jim
vogalni Sestkotniki. Med vogalnimi Sestkotniki je sodo Stevilo Sestkotnikov, ki doloc¢ajo dolzino
zanke in k zunanjemu obsegu zanke dodajo po dve stranici in prav toliko tudi k notranjemu

obsegu zanke.
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Slika 19: Sestkotniske zanke, ki rastejo v dolZino (vir: avtor)

Sprva smo sestavljali manjse zanke in prestevali stranice zunanjega in notranjega obsega, nato
pa na podlagi zgornje razlage izpeljali tudi obrazec za izracun zunanjega in notranjega obsega

SestkotniSke zanke.
Za zunanji obseg tako velja:
,=6:-3+2-(m—6)
, =18+ 2m —12
, =2m+6

, = 2(m+ 3)
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Za notranji obseg pa:

0,=6:1+2-(m—6)

0p =6+2m-—12

Vse podatke smo zbrali v preglednici 2, ki je predstavljena na koncu tega poglavja.

Opazili smo, da se zunanji in notranji obseg Sestkotniskih zank vedno razlikujeta za 12.

Preglednica 2: Sestkotniske zanke, ki rastejo v dolZino, ter njihov zunanji in notranji obseg

glede na Stevilo Sestkotnikov v zanki

Stevilo $estkotnikov v zanki Zunanji obseg Notranji obseg
m 0, 0p
6 18 6
8 22 10
10 26 14
12 30 18
14 34 22
100 206 194
m 2m+6 2m—6

Seveda nas je zdaj zanimalo, ali enako velja tudi za Sestkotniske zanke drugacnih oblik.
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4.2.1.2 Sestkotniske zanke, ki »rastejo« iz sredine — roZice

Poglejmo, kako je z zankami, ki rastejo iz sredine, lahko bi rekli tudi v obliki rozZice. Tudi to so

simetricne zanke.

o 3D

Slika 20: Sestkotniske zanke, ki »rastejo« iz sredine (vir: avtor)

Izhajajmo iz najmanjSe Sestkotniske zanke iz Sestih Sestkotnikov, naslednjo vecjo zanko
sestavlja 12 Sestkotnikov, Se naslednjo pa Ze 18 Sestkotnikov. Vsaka naslednja Sestkotniska
zanka te oblike ima 6 $estkotnikov ve¢ od svoje predhodnice. Ce povemo $e drugace, roZice

lahko sestavlja le Stevilo Sestkotnikov, ki je veckratnik Stevila 6.

Na sliki spodaj, smo temneje pobarvali tako imenovane vogalne Sestkotnike, ki k zunanjemu
obsegu prispevajo po tri stranice, k notranjemu obsegu pa po eno stranico. Opazimo lahko, da

se Stevilo teh vogalnih Sestkotnikov ne spreminja, ne glede na velikost roZice.

o@@@

Slika 21: Sestkotniske zanke — roZice, z oznacenimi vogalnimi Sestkotniki (vir: avtor)
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Torej lahko ugotovimo, da Se vedno velja, da zunanji obseg izraéunamo:
0,=6-3+2-(m—6)
0, =18+2m — 12
0,=2m+6
0, =2(m+ 3)
In notranji obseg:
0,=6-14+2-(m—6)
0, =6+2m—12
0, =2m—=6

0, = 2(m —3)

Torej razlike med Sestkotniskimi zankami, ki rastejo v dolZino in tistimi, ki rastejo v obliki rozZice,

ni.

Preglednica 3: Sestkotniske zanke, ki rastejo v obliki roZice, ter njihov zunanji in notranji

obseg glede na stevilo Sestkotnikov v zanki

Stevilo $estkotnikov v zanki Zunanji obseg Notranji obseg

m 0, 0p,

6 18 6

12 30 18

18 42 30

24 54 42

96 198 186

m 2m+ 6 2m—6
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4.2.1.3 Sestkotniske zanke razli¢nih oblik

Poglejmo si Se nekaj drugacnih Sestkotniskih zank.

o0

Slika 22: Sestkotniske zanke razlicnih oblik (vir: avtor)

S sistemati¢nim sestavljanjem in opazovanjem razli¢nih Sestkotniskih zank ugotovimo, da se
Stevilo vogalnih Sestkotnikov sicer lahko spreminja, vendar pa se velje Stevilo vogalnih
Sestkotnikov iznici s Sestkotniki, ki smo jih Ze imenovali »notranji vogalni« liki. Na sliki 19 smo
jih obarvali svetleje, medtem ko so vogalni pobarvani temneje. Temneje obarvani Sestkotniki
prispevajo k zunanjemu obsegu po tri stranice, medtem ko svetlejsi le po eno in ravno obratno
za notranji obseg. Opazimo, da se Stevilo vogalnih Sestkotnikov poveca ravno za Stevilo
notranje vogalnih Sestkotnikov. Zato ostaja obrazec za zunanji obseg Se vedno enak, in sicer je
0, = 2(m + 3). Poslediéno tudi za notranji obseg ostaja o0, = 2(m — 3). Razlika med
obsegoma je torej za SestkotniSske zanke vedno 12, ne glede na njihovo obliko in Stevilo

Sestkotnikov v zanki.

Kot Ze omenjeno pa je mogoce SestkotnisSke zanke sestaviti iz poljubnega naravnega Stevila
skladnih pravilnih veckotnikov, le da mora biti to Stevilo vecje ali enako 6, z izjemo 7

Sestkotnikov. Iz 7 Sestkotnikov ni mogoce sestaviti Sestkotniske zanke.
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Slika 23: Sestkotniske zanke so lahko zelo velike in razgibane (vir: avtor)

Preglednica 4: Sestkotniske zanke ter njihov zunanji in notranji obseg glede na Stevilo

Sestkotnikov v zanki

Stevilo $estkotnikov v zanki Zunanji obseg Notranji obseg

m 0, 0p

6 18 6

8 22 10

9 24 12

10 26 14

11 28 16

24 54 42
100 206 194

m 2m+ 6 2m—6
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4.3 Osemkotniske zanke

Zanka iz osemkotnikov je prav tako zaprta veriga skladnih pravilnih osemkotnikov, kjer se sme

vsak lik v zanki dotikati le dveh drugih. Lika se morata dotikati po celotni stranici.

Slika 24: Osemkotniske zanke (vir: avtor)

o

A 4

N 4

Slika 25: Neustrezna osemkotniska zanka (vir: avtor)

Osemkotniske zanke so Se bolj kompleksne kot Sestkotniske, vendar imamo zdaj Ze nekaj

izkusenj. Poglejmo, kako se spreminjata obsega osemkotniskih zank, ki rastejo v dolzino.

0%

L

S

Slika 26: Osemkotniske zanke, ki »rastejo« v dolZino (vir: avtor)

Osemkotniske zanke, ki rastejo v dolZino, sestavlja vedno sodo Stevilo osemkotnikov,

najmanjso mozno zanko sestavljajo le Stirje osemkotniki.
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Tudi tu lahko razdelimo osemkotnike v zanki na »vogalne«, ki k zunanjemu obsegu zanke
prispevajo po Stiri stranice ter k notranjemu obsegu dve stranici. Poleg vogalnih so tu Se taksni,
ki k zunanjemu obsegu prispevajo pet stranic in k notranjemu le eno (imenovali jih bomo krajni
osemkotniki) in nazadnje Se tiste, ki prispevajo tako k zunanjemu kot notranjemu obsegu po

tri stranice.

Vsaka zanka, ki raste le v dolZino, ima po dva krajna osemkotnika. Za vogalne osemkotnike se
izkaZe, da je njihovo Stevilo enotno pri vseh zankah, ki rastejo v dolZino, razen najmanjse
mozne zanke. Slednjo sestavljajo le Stirje osemkotniki. Za vse vecje zanke pa velja, da imajo
poleg dveh krajnih Se Stiri vogalne osemkotnike. Osemkotnikov, ki prispevajo enako k

zunanjemu in notranjemu obsegu zanke, je v osemkotniSkih zankah m — 6, zam > 6.

S sestavljanjem, opazovanjem in Stetjem hitro ugotovimo, da se obsega razlikujeta za 16, kar
smo nekako pri¢akovali. Ze pri $tirikotni$kih zankah se obsega razlikujeta za dvakratnik $tevila

stranic veckotnika (8), enako je pri Sestkotniskih zankah (12).

Glede na prejsnje ugotovitve pricakujemo tudi, da je zunanji obseg osemkotniske zanke

0, =3m+ 8.

Razmislimo: vsota zunanjega in notranjega obsega osemkotniSke zanke je o0, + 0,, = 6m, saj
se vsak osemkotnik dotika dveh drugih, njegovih preostalih 6 stranic pa pripade enemu od

obeh obsegov.
Za zunanji obseg nasploh velja:
0,=25+4-4+3-(m—6)
0,=26+3m—18
0, =3m+38
Iz vsote obeh obsegov in zadnje ugotovitve dobimo notranji obseg:
0, =6m-—o,
0, = 6m— (3m+ 8)
0, =3m—28

Oba splosna obrazca veljata tudi za najmanjSo mozno osemkotnisko zanko.

29



Veckotniske zanke

Slika 27: Osemkotniska zanka, nesimetricna (vir: avtor)

Na sliki zgoraj je osemkotniSka zanka, ki jo sestavlja 14 osemkotnikov. S preprostim
prestevanjem hitro ugotovimo, da nasa sploSna obrazca za zunaniji in notranji obseg veljata
tudi zanjo. Res pa je, da je tukaj delitev osemkotnikov na tiste, ki k posameznemu obsegu

prispevajo doloc¢eno Stevilo stranic nekoliko bolj komplicirana.

Preglednica 5: Osembkotniske zanke ter njihov zunanji in notranji obseg glede na Stevilo

osemkotnikov v zanki

Stevilo osemkotnikov v zanki Zunanji obseg Notranji obseg
m 0, 0p
4 20 4
6 26 10
8 32 16
10 38 22
12 44 28
100 308 292
m 3m+8 3m—8
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4.4 Desetkotniske zanke

Zdaj Ze gotovo veste, kaj so desetkotniSke zanke. To so zanke iz zaprte verige veckotnikov, ki
jo sestavljajo pravilni desetkotniki. NajmanjSa moZna zanka je sestavljena iz Stirih
desetkotnikov. Za razliko od prejsnjih veckotniskih zank je ta edina, ki jo lahko sestavlja
poljubno stevilo likov, vendar mora biti le-to vecje ali enako Stiri. Ker se desetkotniki v zanki
dotikajo sosednjih likov z dvema stranicama, preostalih osem stranic pripade notranjemu ali
zunanjemu obsegu. Vsota notranjega in zunanjega obsega je tako enaka o, + o0, = 8m.
Razlika med notranjim in zunanjim obsegom je v tem primeru vedno 20, ne glede na Stevilo

desetkotnikov v zanki ali njeno obliko.
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Slika 28: Desetkotniske zanke (vir: avtor)

Podatke zbrane z opazovanjem in prestevanjem stranic zunanjega in notranjega obsega smo

zbrali v preglednici 6, ob koncu poglavja.
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Slika 29: Desetkotniske zanke, ki rastejo v dolZino (vir: avtor)
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Poglejmo nekaj desetkotniskih zank, ki rastejo v dolzino, na sliki 29. Vidimo, da lahko

desetkotnike razdelimo v tri skupine:

e tiste, ki k notranjemu obsegu prispevajo 2 stranici, k zunanjemu pa 6;
e tiste, ki k notranjemu obsegu prispevajo 3 stranice, k zunanjemu pa 5;

e tiste, ki k notranjemu obsegu prispevajo 4 stranice in k zunanjemu 4.

Desetkotniki iz prve skupine so Stirje v vsaki v dolzino rastodi zanki, po dva desetkotnika sta iz
druge skupine, vsi ostali pa iz tretje skupine (njihovo Stevilo je odvisno od Stevila desetkotnikov

v zanki).
Za zunanji obseg torej velja:
0,=6:44+5:24+4-(m—6)
0,=24+10+4m — 24
0, =4m+ 10
Za notranji obseg lahko podobno dobimo:
0p=244+3-2+4-(m—-6)
0,=8+6+4n— 24
0, =4m—10
Z izra¢unom razlike obeh obsegov dobimo:
0, — 0, =4m+ 10 — (4m — 10)
0, — 0, =4m+10—4m + 10

0, —0, =20

Preizkusite, ali naSe trditve veljajo tudi na vecjih, nesimetri¢nih zankah, kot je ta na spodniji

sliki.
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Slika 30: Desetkotniska zanka iz 19 desetkotnikov (vir: avtor)

Preglednica 6: Desetkotniske zanke ter njihov zunanji in notranji obseg glede na Stevilo

desetkotnikov v zanki

Stevilo desetkotnikov v . .
. Zunanji obseg Notranji obseg
zanki
m OZ OTl
4 26 6
5 30 10
6 34 14
7 38 18
8 42 22
9 46 26
10 50 30
m 4m + 10 4m — 10
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4.5 Posplositve

Pri formulah za ra¢unanje notranjih obsegov za razlicne zanke smo opazili vzorec.

Preglednica 7: Zbraniobrazci za zunanji in notranji obseg obravnavanih veckotniskih znak (m

je stevilo veckotnikov v zanki)

n-kotnik Zunanji obseg Notranji obseg
0, o,
4 m+ 4 m—4
6 2m+6 2m—6
8 3m+8 3m—8
10 4m+ 10 4m — 10

Z metodo induktivnega sklepanja smo prisli do splosnih obrazcev za zunanji in notranji obseg
veckotniske zanke. Za veckotnisko zanko, ki jo sestavlja m n-kotnikov velja, da je zunanji obseg

0, = (nz;z)m + n in notranji obseg o, = (nz;z)m —n.

Tako lahko izpeljemo obrazce za zunanji in notranji obseg pri zankah, ki jim nismo posvecali
veliko pozornosti (petkotniske, sedemkotniske, devetkotniske zanke in zanke, ki so sestavljene

drugih pravilnih veckotnikov).

Po nasSih ugotovitvah je torej zunanji obseg pri petkotniskih zankah enak o, = §m+ 5,

notranji pa o, = Zm — 5. Za sedemkotniSke zanke velja 0, = gm +7ino, = gm —-7.

Iz splosSnega obrazca tako dobimo obrazce za racunanje zunanjega in notranjega obsega v
zankah, ki so sestavljene iz poljubnih pravilnih likov. Stevilo pravilnih likov v zankah pa, kot

smo ugotavljali Ze v nalogi, ni poljubno in je odvisno od n-kotnikov, ki zanke sestavljajo.

Splosni obrazec smo preverili na nekaj posameznih primerih, vabimo pa vse radovedneze in

pogumneze, da ovrzejo ali potrdijo nase trditve.
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5 ZAKLJUCEK

Veckotniske zanke so sestavljene iz skladnih pravilnih veckotnikov (n-kotnikov, n je Stevilo
stranic veckotnika). Vsak pravilni n-kotnik v zanki se mora dotikati natancno dveh drugih
skladnih n-kotnikov. Raziskovali smo zanke sestavljene iz pravilnih veckotnikov, ki imajo sodo
Stevilo stranic. Raziskovanje smo omejili na zanke, ki jih sestavljajo Stirikotniki, Sestkotniki,
osemkotniki in desetkotniki. Kaj pa sploh so pravilni vec¢kotniki? Pravilni veckotniki oziroma
mnogokotniki so liki, ki imajo doloceno Stevilo skladnih stranic in prav toliko skladnih notranjih

(in tudi zunanjih) kotov.

Najprej smo se lotili raziskovanja stirikotniskih zank. Ko smo si zanke iz kvadratov bolje ogledali
in jih preucili, smo ugotovili, da je najmanjSa moZna zanka sestavljena iz osmih pravilnih
Stirikotnikov. Opazili smo, da lahko te verige sestavlja le sodo $tevilo kvadratov. Stevilo
veckotnikov v zanki smo oznacili s ¢rko m. Ukvarjali smo se z razliko med notranjim in zunanjim
obsegom zanke. Zunanji obseg je vsota Stevila vseh stranic, ki jih posamezni veckotniki
prispevajo k zunanjosti verige, notranji obseg pa je vsota Stevila stranic, ki so v zankini
notranjosti. OcCitno je, da ker se posamezni lik z dvema stranicama dotika sosednjega, lahko
veckotnik k notranjemu ali zunanjemu obsegu prispeva n — 2 stranic. Iz tega ugotovimo, da
sta zunaniji in notranji obseg zanke odvisna od Stevila stranic veckotnikov, ki sestavljajo zanko,
s Cimer smo potrdili naso prvo hipotezo. Izkaze se, da je vsota zunanjega in notranjega obsega
pri Stirikotniskih zankah enaka 2m. Razlika med zunanjim in notranjim obsegom je pri
Stirikotniskih zankah vedno enaka osem. 1z tega smo izpeljali obrazec za izraCun posameznega
obsega, in sicer zunanji obseg izraCunamo po obrazcu 0, = m + 4, notranji pa po obrazcu

0, =m—4.

Naslednje zanke, ki smo jih raziskovali, so bile Sestkotniske zanke, saj smo se odlocili, da se
bomo ukvarijali le z zankami, ki jih sestavljajo veckotniki s sodim Stevilom stranic. Najmanjsa
zanka, ki jo je moZno narisati, je sestavljena iz Sestih Sestkotnikov. Ker se vsak lik z dvema
stranicama dotika sosednjih Sestkotnikov, je jasno, da so preostale Stiri stranice del zunanjega
ali notranjega obsega. Velja torej, da je vsota zunanjega in notranjega obsega enaka 4m.
Obravnavali smo ve¢ razliénih vrst Sestkotniskih zank in pri vseh ugotovili, da je razlika med
zunanjim in notranjim obsegom vedno enaka 12. Iz zbranih ugotovitev dobimo obrazce za

raCunanje posameznega obsega, in sicer velja za zunanji obseg 0, = 2m + 6, za notranji obseg
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pa 0, = 2m — 6. Ko smo opazili, da je razlika med zunanjim in notranjim obsegom pri
Sestkotniski zanki drugacna od tiste pri StirikotniSkih zankah, smo lahko ovrgli drugo hipotezo,
vendar se je izkazalo, da je razlika zunanjega in notranjega obsega pri zankah iz iste vrste

veckotnikov konstantna.

Nato smo se lotili osemkotniskih zank. NajmanjSo mozno osemkotniSko zanko sestavljajo le
Stirje liki. K notranjemu ali zunanjemu obsegu posamezen osemkotnik prispeva po Sest stranic,
zato lahko sklepamo, da je vsota zunanjega in notranjega obsega v tem primeru enaka 6m.
Razlika med notranjim in zunanjim obsegom je vedno 16. Po krajSem razmisleku smo iz tega
izludcCili, da lahko zunanji obseg izraCunamo po obrazcu o, = 3m + 8, notranjega pa po

obrazcu 0, = 3m — 8.

Na koncu smo se sooCili Se z desetkotniskimi zankami. Tudi pri desetkotniskih zankah, kot pri
osemkotniskih zankah, je najmanjSa mozna zanka sestavljena iz Stirih likov. Ugotovimo, da
vsak posamezni desetkotnik prispeva 8 (to je n — 2) stranic k zunanjemu ali notranjemu
obsegu, torej velja 0, + 0,, = 8m. Razlika Stevila stranic med obsegoma pa znasa dvajset. Za
desetkotniske zanke tako velja, da je zunanji obseg enak 0, = 4m + 10, za notranji obseg pa

0, = 4m — 10.

Ze takoj ob zacetku raziskovanja je bilo jasno, da vec¢kotniskih zank ne moremo sestaviti iz
poljubnega Stevila pravilnih veckotnikov. To se je izkazalo Ze pri Stirikotniskih zankah, ki so
lahko sestavljene le iz sodega Stevila kvadratov, najmanjso Stirikotnisko zanko pa sestavlja

osem pravilnih Stirikotnikov, kar pomeni, da smo lahko kar hitro potrdili naso tretjo hipotezo.

Kasneje smo pri podrobnem opazovanju notranjega in zunanjega obsega posameznih zank
ugotovili, da oblika zanke ne vpliva na nobenega izmed obsegov in tako ovrgli Se zadnjo

predpostavko.
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