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Teorija grafov

Povzetek

Teorija grafov je veja matematike, ki se ukvarja z grafi. Grafi so diskretne matematicne struk-
ture, ki jih posredno uporabljamo na vsakodnevni ravni, ne da bi se tega sploh zavedali.
Teorija grafov je osnova tehnologij, ki so v zadnjih 30 letih spremenile tako tehnoloski svet,
kot tudi vsakdanje Zivljenje. Cilj te raziskovalne naloge je predstavitev nekaj osnovnih po-
jmov teorije grafov, njihovih lastnosti in zakonitosti. Kot prakti¢en izdelek je vkljucena
tudi implementacija grafa v programskem jeziku Python in izdelava graficnega vmesnika
za vizualizacijo algoritmov, ki jih uporabljamo za delo z grafi.

Klju¢ne besede: teorija grafov, implementacija grafa, algoritmi na grafih, NP teZavnost,
vizualizacija
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1 Uvod

Teorija grafov je veja matematike, ki se ukvarja z grafi - diskretnimi matemati¢nimi struk-
turami, ki ponazarjajo skupino tock, ki so med seboj povezane s povezavami. IzkaZe se,
da lahko s tako preprosto definirano strukturo predstavimo ogromno razli¢nih sistemov, ki
ponazarjajo svet okrog nas. Ze atomi, osnovni gradniki fizi¢nega sveta, so delci, med se-
boj povezani z vezmi. DruZba je skupina ljudi, med seboj povezanimi z socialnimi odnosi.
Nasi mozgani so skupek nevronov, med seboj povezanih s sinapsami. Mesta so med seboj
povezana s cestami, racunalniki z Zicami, bioloske vrste s hierarhi¢nimi odnosi .... Celo
potek dogodkov ali odlo¢itev posameznika, lahko predstavlja graf. Skoraj vsak skupek
objektov, ki so med seboj odvisni lahko predstavimo z grafom in prav to dela grafe tako
uporabne.

Graf sam kot diskretna matemati¢na struktura poleg tega, da je zanimiv kot predmet matem-
ati¢ne studije, v praksi nima posebne uporabne vrednosti. Vendar pa je grafu, tako kot vsaki
matemati¢ni strukturi treba pripisati pomen, dolo¢iti model, ki ga graf predstavlja. Ce to
storimo, ugotovimo, da je veliko teoreti¢nih lastnosti grafa povezanih z realnimi lastnostmi
modela, ki ga prouc¢ujemo. Poleg tega nam hiter razvoj racunalniske znanosti omogoca, da
graf predstavimo ra¢unalnisko, kar nam omogoca hitrejSo analizo grafov in delo z veliko
vedjimi grafi.

Prav zaradi tega se grafi danes uporabljajo na razli¢cnih podrogjih znanosti, vse od kemije,
biologije, sociologije, informatike in seveda matematike. Ker je ideja povezanih elementov
tako generalna, lahko graf uporabimo za predstavitev kakrsnegakoli okolja, v katerem ob-
staja ve¢ objektov, ki so med seboj povezani oziroma so eden od drugega odvisni.

Cilj te raziskovalne naloge je predstavitev nekaj osnovnih pojmov teorije grafov, njihovih
lastnosti in zakonitosti. Prakti¢ni izdelek te seminarske naloge je programiranje grafi¢nega
vmesnika, ki bi uporabniku probliZzal delovanje nekaterih algoritmov na grafih s pomocjo
vizualizacije. Vmesnik je napisan v programskem jeziku Python. Koda, skupaj z navodili
za uporabo graficnega vmesnika, je na voljo na platformi Github na elektnonskem naslovu

https://github.com/galgantar/graph_theory.
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2 Teoreti¢ne osnove grafov

2.1 Graf

Graf G je definiran kot urejen par mnozice to¢k in mnozice povezav med njimi. G = (V, E),
Kjer je V(G) mnozca vseh vozlis¢, in E(G) mnzica povezav med njimi.

V tej raziskovalni nalogi se bomo ukvarjali izklju¢no z enostavnimi grafi - grafi, ki nimajo
zank (povezav, katere izhodis¢no vozlisce je enako kon¢nemu vozlis¢u) in vzporednih povezav
(povezavi, ki imata skupno izhodis¢no in kon¢no vozlisce).

Poleg enostavnih grafov pa poznamo Se multigrafe - grafe, ki vsebujejo vzporedne povezave
in psevdografe - grafe, ki vsebujejo zanke; vendar pa za vecino prakti¢nih aplikacij tovrstni
grafi niso uporabni. [1, 2]

Slika 1: Primer neusmerjenega grafa

Zapis za graf na slikije G = ({1,2,3,4,5}, {{1,4}, {4,3}, {4,2},{3,2},{5,3}})

2.1.1 Usmerjenost grafa

Poznamo neusmerjene in usmerjene grafe. Za neusmerjen graf velja, da je povezavav € V
mnozica moci dve, v kateri sta dve vozlis¢i. Za mnozice velja, da je {a,b} = {b,a} (¢e velja,
da je vozlis¢e a povezano z vozlis¢em b, je tudi vozlis¢e b povezano z vozlis¢em a). Pri
usmerjenem grafu je povezava urejen par, velja, da je mnozica E C (V x V). Za urejene pare
velja (a,b) # (b,a) iz tega sklepamo, da povezava a — b ni enaka b — a oziroma ni nujno,
da nasprotna povezava v grafu sploh obstaja.
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Slika 2: Primer usmerjenega grafa

Zapis za usmerjen graf na slikije G = ({1,2,3,4,5},{(1,4),(3,4),(2,4),(2,3),(3,5)})

2.1.2 UteZenost grafa

Vsak graf je lahko uteZen ali neutezen. Ce je graf uteZen, to pomeni, da lahko vsaki povezavi
grafa dolo¢imo utez, vrednost ki ima lahko poljuben pomen, na primer razdaljo med dvema
tockama, ceno postavitve ceste med dvema mestoma, mo¢ kovalentne vezi med dvema ato-
moma itd.

2.1.3 Red in velikost

Red grafa G definiramo kot mo¢ mnozice V(G), velikost grafa pa kot mo¢ mnozice E(G).

2.1.4 Sosednost

Sosednost je lastnost, definirana med dvema vozlis$¢ema neusmerjenega grafa, ki nam pove,
da med to¢kami obstaja povezava. Matemati¢no to zapiSemo kot a ~ b.

2.1.5 Stopnja vozlisca

Vozlis¢u v € V(G) lahko dolo¢imo stopnjo deg(v), za katero v neusmerjenem grafu velja, da
je enaka Stevilu vseh sosednjih vozlis¢.

V usmerjenem grafu lahko vsakemu vozlis¢u dolo¢imo vhodno in izhodno stopnjo. Vhodna
stopnja vozlis¢a usmerjenega grafa deg™ (v) nam pove $tevilo predhodnikov tega vozlisca
oziroma Stevilo povezav v grafu, ki za¢nejo na poljubnem vozlis¢u in koncajo v tem vo-
zli$¢u, izhodna stopnja deg™ (v) pa Stevilo njegovih naslednjikov oziroma $tevilo povezav,
ki za¢nejo v tem vozliscu.
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2.1.6 Oddaljenost

Oddaljenost je definirana med dvema vozlis¢ima grafa. Pri neuteZenem grafu je oddal-
jenost Stevilo povezav, ki jih moramo preckati, da iz prvega doseZemo drugo vozlisce. Pri
uteZenem grafu je oddaljenost sestevek vseh utezi povezav na poti od prve do druge tocke.
Ker lahko med dvema vozlis$¢ema obstaja vec razli¢no dolgih poti, nas po navadi zanima na-
jmanjSa oziroma najvecja oddaljenost. Za vozlis¢i, med katerima pot ne obstaja, definiramo
oddaljenost med njima kot neskon¢no mnogo.

2.1.7 Ekscentri¢nost vozlisca

Ekscentri¢nost vozlis¢a je oddaljenost trenutnega vozlis¢a do najbolj oddaljenega vozlis¢a v
grafu. [4]

2.1.8 Gostota grafa

Gostota grafa je lastnost grafa, ki nam pove razmerje med Stevilom povezav grafa in maksi-

malnim Stevilom povezav, ki jih graf z enakim $tevilom vozlis¢ lahko ima.

Maksimalno stevilo povezav za dolocen graf je:

Vidvi=1)

E| =
| .

(neusmerjen graf) in

[El = VI(V]-1)

(usmerjen graf).

2.2 Povezan in nepovezan graf

Graf je povezan, e obstaja pot med katerimakoli poljubnima vozlis¢ema. Ce graf ni povezan
pravimo, da je lo¢en na komponente. Povezavi, ki bi, ¢e bi jo odstranili, pomenila, da bi imel
graf eno komponento ve¢, re¢emo most. [3]

2.3 Drevo

Drevo je graf brez ciklov. Pri usmerjenih drevesih poznamo navzven usmerjeno drevo -
vhodnja stopnja vseh razen enega vozlis¢a deg™ (v) = 1, vozlis¢u katerega stopnja je enaka 0
pravimo koren drevesa. Za navznoter usmerjeno drevo velja da je izhodnja stopnja katere-
gakoli vozlis¢a deg™ (v) = 1, izhodna stopnja korena pa je 0.

2.4 Podgraf
Graf K je podgraf grafa G, ¢e velja daje Ky C Gy in Kg C Gg. [3]
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2.4.1 Vpeti podgraf
Vpeti podgraf grafa G je graf K, za katerega velja Ky = Gy in Kg C Gg. [3]

2.4.2 Najmanjse vpeto drevo

Najmanjse vpeto drevo uteZenega grafa je vpeti podgraf, ki je drevo in za katerega velja,
da je vsota uteZi vseh povezav minimalna mozna. Graf ima lahko ve¢ minimalnih vpetih
dreves. [5]

2.5 Dvodelni graf

Graf G je dvodelen, e obstaja porazdelitev mnozice V(G) v dve podmnozici, tako da velja

coev v

mnoZici X, druga pa v mnoZici Y. Dvodelnost grafa lahko definiramo tudi tako, da je graf
dvodelen, ¢e je 2-obarvljiv (glej naslov k-obarvljivost). [3]

2.6 Polni graf

Polni graf je graf, v katerem obstaja povezava med katerimakoli razli¢nima vozlis¢ema. Polni
graf z n vozlis¢i oznacimo z Kj,. Gostota keteregakoli polnega grafa je 1. [1]

2.6.1 Polni dvodelni graf

Polni dvodelni graf K, , je dvodelni graf, lo¢en na dve komponenti mo¢i m in n, pri katerem
je vsako od m-tih vozlis¢ povezano z vsakim od n-tih. [3]

2.7 Minor

Minor grafa G je graf M, do katerega pridemo, ¢e na grafu G briSemo vozlis¢a, briSemo
povezave ali kréimo povezave (zbriSemo povezavo med dvema vozlis¢ema, nato pa obe
vozliséi zdruZimo v eno). [6]

2.8 Ravninski graf

Graf G je ravninski, ¢e ga je mogoce narisati na ravnino, ne da bi se katerekoli od povezav
sekale. Wagnerjev izrek pravi, da je graf planaren ¢e in samo ¢e kot minorja ne vsebuje grafa
K5 (polnega grafa 5 vozlis¢) ali grafa K3 3 (polnega dvodelnega grafa Sestih vozlisc). [6, 3]

10
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Slika 3: Grafa K5 in K33 [6]

2.9 Sprehod

Na grafu lahko definiramo sprehod kot zaporedje povezav in tock grafa v, e, v1, €1...v, kjer
je e; povezava med tockama v; in v;_1. DolZina sprehoda je definirana kot stevilo povezav,
ki smo jih na sprehodu preckali.

Enostaven sprehod je sprehod, kjer se povezave v zaporedju ne ponovijo. [3]

2.9.1 Pot

Pot je enostaven sprehod, kjer se tudi vozlis¢a ne ponavljajo. [3]

2.9.2 Obhod
Obhod je sklenjen sprehod, velja vg = v. [3]

2.9.3 Cikel
Cikel je pot, ki je obhod. [3]

2.9.4 Hamiltonov cikel

Hamiltionov cikel je cikel, ki obis¢e vsako vozlis¢e na grafu. [3]

210 Barvanje grafa

Barvanje grafa je preslikava C(v) — barva, ki vsakemu elementu iz mnozice G(V') priredi
vrednost (barvo). Pri prirejanju barv mora veljati, da barvi katerihkoli sosednjih vozlis¢ ne
smeta biti enaki. Poleg barvanja vozlis¢ poznamo tudi barvanje povezav in barvanje lic
(samo za ravninske grafe). [3, 7]

2.10.1 K-obarvljivost

K-obarvljivost je lastnost grafa G, ki nam pove, ¢e obstaja preslikava f : G(v) — {1,...,k},
oziroma ¢e lahko graf G obarvamo s k barvami. [3, 7]

11
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2.10.2 Kromati¢no Stevilo grafa

Kromati¢no $tevilo je lastnost grafa, oznacena z ¢(G), ki nam pove najmanjse Stevilo barv, s
katerim je graf Se obarvljiv. [3, 7]

3 Teoreti¢ne osnove NP-polnosti

3.1 Turingov stroj in deterministi¢no reSevanje problemov

Turingov stroj je abstraktni rac¢unski model, ki ga je definiral angleski matematik Alan Tur-
ing. Stroj ima na voljo neomejeno dolg trak spominskih celic, po katerih se premika, nanje
zapisuje in iz njih bere. Sposoben je izvajanja logi¢nih operacij in shranjevanja stanj. Stanje
je navodilo, ki Turingovemu stroju narekuje, na kakSen na¢n naj se premika po traku, katere
podatke naj bere in zapisuje nanj, ter na katero stanje naj se premakne po ko¢nanem izvajanju
sledecega. Ko pride stroj do stanja, ki mu narekuje zaustavitev, pusti za sabo spremenjen trak
z informacijami, ki predstavlja resitev dolo¢enega problema.

Turingov stroj je osnova za deterministi¢no reSevanje problemov - reSevanje, pri katerem
definiramo to¢no dolocen algoritem, ki problem vedno re$i na enak nacin in ki za enake
vhodne podatke vedno vrne enak rezultat. Deterministi¢no reSevanje problemov zagotovi,
da iz postopka izklju¢imo vse ¢loveske faktorje, kot so predstava in intuicija, in tako poskrbi,
da lahko problem reSujemo z uporabo rac¢unalnika. [8, 9]

3.2 Polinomska izracunljivost problema

Polinomska izracunljivost je lastnost problema v teoriji izrac¢unljivosti, ki nam pove, ali je
dolo¢en problem mozno deterministi¢no re$iti v polinomski ¢asovni zahtevnosti (tako, da
bo funkcija, ki predstavlja ¢asovno zahtevnost algoritma, polinom) z uporabo determinis-
ti¢nega Turingovega stroja. Vsi v algoritmi v poglavju Osnovni algoritmi so deterministi¢ni
in imajo polinomsko ¢asovno zahtevnost, kar pomeni, da so problemi, ki jih algoritmi resijo,
polinomsko izra¢unljivi.

3.3 Problemi odloéitev

Problemi odlo¢itev so problemi v obliki vprasanj, na katera lahko odgovorimo z da ali ne.

3.4 NP problemi

NP je oznaka, ki oznacuje vsak problem odlocitve, ki je polinomsko preverljiv - to pomeni,
da je moZno reSitev mogoce preveriti v polinomski ¢asovni zahtevnosti. [10]

3.5 P problemi

P problem je vsak problem odlo¢itve, ki je polinomsko izrac¢unljiv. Vsak P problem je tudi
NP problem - ker je Ze sam problem polinomsko resljiv, lahko moZno reSitev polinomsko
preverimo preprosto tako, da jo izracunamo sami. [11]

12
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3.6 NP tezki probmemi

NP tezak problem je vsak problem, v katerega bi lahko v polinomskem ¢asu reducirali vsak
NP problem. Redukcija v polinomskem ¢asu pomeni, da bi v primeru polinomske resitve
enega NP teZkega problema lahko isti algoritem uporabili za polinomsko resevanje vseh
ostalih NP problemov. Za NP teZke probleme ne pozanmo polinomske resitve, kar pomeni,
da so algoritmi, ki jih uporabljamo za njihovo reSevanje prakti¢no neuporabni za vse razen
najmanjsih razli¢ic problemov, ki pa v praktiénem smislu nimajo posebnega pomena. [12]

3.7 NP polni probmemi

NP poln problem je problem, ki je hkrati NP tezak (polinomsko neresljiv) in NP (polinomsko
preverljiv). [13]

3.8 Hevristi¢no reSevanje problemov

Probleme, katerih klasi¢ne metode reSevanja so prepocasne, oziroma to¢ne metode, ki zago-
tavlja najboljso resitev, sploh ne poznamo, reSujemo hevristi¢no. Hevristi¢no reSevanje prob-
lema pomeni, da v reSevanje vpeljemo razli¢ne predpostavke, ki niso nujno vedno resni¢ne
in tako reSevanje pospeSimo oziroma olajsamo. Resitev, do katere smo prisli na tak nacin,
ni nujno najboljsa, vendar gre v marsikaterem primeru za dovolj dober priblizek, da je Se
vedno uporabna. Vecina NP tezkih problemov se v praksi reSuje hevristi¢no. [14]

3.9 Problem P vs. NP

Vprasanje P vs. NP je eden od sedmih problemov tiso¢letne nagrade, ki jih je v letu 2000,
skupaj z nagrado v visini milijon dolarjev za pravilno resitev kateregakoli od njih, objavil
Clayjev matemati¢ni institut. Problem sprasuje, ali dejstvo, da je problem polinomsko pre-
verljiv (del mnoZice NP) pomeni, da je tudi polinomsko resljiv (del mnoZice P). Problem
za enkrat ostaja nereSen, njegova resitev (v primeru, da bi se izkazalo da sta mnoZici P in
NP v resnici ena sama mnoZica), pa bi pomenila preobrat v svetu racunalnistva, ki ga poz-
namo danes. Med probleme, ki bi jih v primeru takSnega odkritja lahko (u¢inkovito) resevali
spadajo razni problemi povezani z iskanjem vzorcev, kot so izgradnja natan¢nih modelov za
predvidevanje sprememb na finan¢nih trgih, analiza zlaganja proteinov v celici, sprejemanje
optimalnih odlo¢itev v razli¢nih miselnih igrah (npr. S8ah, sudoku) in nazadnje faktorizacija
velikih sestavljenih Stevil, kar bi podrlo temelje danasnji enkripciji, ki jo na dnevni bazi za
varno deljenje podatkov uporablja skoraj vsak izmed nas. [15, 16, 17]

13
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NP-Hard

NP-Complete

NP-Hard

P = NP
= NP-Complete

Complexity

P # NP

Slika 4: Vizualni prikaz zgoraj omenjenih mnoZic za obe teoriji [15]

4 Implementacija grafa

Graf lahko v ra¢unalniku predstavimo na vrsto razli¢nih nacinov, kjer ima vsak naéin svoje
prednosti in slabosti. Optimalen nac¢in implementacije je odvisen od gostote, uteZenosti in
usmerjenosti grafa, predvsem pa od tega, kaj Zelimo z grafom poceti (ali pomembno hitro do-
dajanje in brisanje vozlis¢, ali je pomembnejse hitrejSe pregledovanje relacij med vozlisci). V
tej raziskovalni nalogi sem se osredotocal predvsem na matriko sosednosti in seznam sosed-
nosti, ki sta najpogostejsa in najbolj generalna pristopa, vendar pa poznamo Se vrsto drugih
nacinov, poleg tega pa lahko dodatno optimizacijo doseZemo tudi s kombiniranjem obeh
pristopov.

4.1 Matrika sosednosti

Matrika sosednosti je eden najpogostejsih pristopov k predstavitvi grafa. Osnovna ideja je,
da za graf G dolo¢inmo matriko velikosti n x n, kjer je n red grafa G in z vsakim poljem ma-
trike a;; predstavimo relacijo med i-tim in j-tim vozlis¢em v grafu. Ce je graf neuteZen lahko
v matriko zapiSemo 1 ¢e povezava obstaja v nasprotnem primeru pa 0. V primeru uteZenega
grafa pa lahko lahko polje 4;; predstavlja tezo povezave med vozlis¢ema i in j. Ce je graf,
ki ga predstavljamo neusmerjen, bo matrika simetri¢cna. Matrika sosednosti omogoca, da v
¢asovni zahtevnosti O(1) dobimo relacijo med dvema vozlis¢ima, vendar pa je prostorsko
precej neucinkovita z zahtevnostjo O(n?), ne glede na stevilo povezav v grafu, zato jo je
pametno uporabiti na grafih z veliko gostoto.

OO O OO
o O O OO
O OO RO
OO =
[N e oo

Primer matrike sosednosti za usmerjen graf na sliki 2. Ker graf na sliki ni povezan prevec
gosto, ima vecina polj matrike vrednost 0, kar je prostorsko potratno.
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4.2 Seznam sosedov

Seznam sosedov za graf G je seznam dolZine reda G, ki za vsako vozlis¢e grafa hrani vsa
vozlis¢a, s katerimi je trenutno vozlis¢e povezano (v primeru uteZenega grafa lahko poleg
vozlis¢a hrani Se teZo povezave). Prednosti seznama sosedov so, da je njegova prostorska
zahtevnost O(V + E), prav tako omogoca hitro iteracijo ¢ez vse sosede nekega vozlisca. Sla-
bosti pa so pocasnejSe preverjanje, ali povezava med dvema tockama obstaja in pocasno
brisanje povezav - oboje O(deg(v)). Namesto seznama lahko v implementaciji uporabljamo
tudi visje podatkovne strukture, na primer hash tabele, kar Se dodatno pospesi delovanje.

4.3 Eksplicitna predstavitev

Eksplicitna predstavitev grafa je nac¢in implementacije, ki je najbliZje matemati¢ni defini-
ciji grafa. Zaradi grafi¢cne predstavitve grafa sem za lastni prakti¢ni izdelek uporabil ta
pristop (glej poglavje Izdelava graficnega vmesnika). V spominu namesto grafa hranimo
dva seznama. Prvi seznam predstavlja vsa vozlis¢a (najpreprostje stevila od 1 do n, ali pa
povsem nove objekte lastnega razreda), drugi seznam pa povezave (lahko preprosto seznami
dolZine 2 oziroma 3 Ce je graf uteZen ali objekti lastnega razreda, ki predstavlja povezavo).
Eksplicitna predstavitev je naceloma pocasnejsa od zgornjih dveh implementacij - prever-
janje obstoja povezave ima ¢asovno zahtevnost O(E), saj je potrebna iteracije ¢ez vse sosede.
Predosti eksplicitne predstavitve so hitro brisanje povezav v O(1) in majhna prostorska za-
htevnost, Se posebej za neusmerjen graf O(V + E).

5 Izdelava graficnega vmesnika

Prakticni izdelek te seminarske naloge je programiranje graficnega vmesnika, ki bi uporab-
niku problizal delovanje nekaterih algoritmov na grafih s pomocjo vizualizacije. Vmesnik je
napisan v programskem jeziku Python s pomoc¢jo modula Pygame. Pygame je odprtokodni
Pythonov modul, napisan v kombinaciji programskih jezikov C in Python, ki na osnovi kn-
jiznice SDL uporabniku omogoca delo z grafiko in zvokom. Poleg Pygame sem v projektu
uporabil tudi modul pygame_gui, ki je prav tako odprtokodna knjiZnica, ki vsebuje vnaprej
pripravljene razrede za izgradnjo gumbov, menijev in obrazcev za vnos v modulu Pygame.
[18,19]

Koda, skupaj z navodili za uporabo graficnega vmesnika, je na voljo na platformi Github
na elektnonskem naslovu https://github.com/galgantar/qraph_theory.

5.1 Razred Gui

Razred Gui v datoteki gui.py je glavni razred, ki vsebuje vse potrebne podatke za prika-
zovanja okna (atribut window, dimenzije zaslona, font ...), prikazovanja grafa (ki je med
drugim eden od njegovih atributov), sledenje dogodkom in prikazovanja vseh elementov
vmesnika. V porocilu naloge se bom osredotocal le na klju¢ne dele objekta, ki so nujni za
njegovo delovanje, celotna koda pa je na voljo na Github-u. Objekt v inicializacijiski funkciji
poskrbi, da predpripravi vse svoje atrubute in vse podobjekte, iz katerih je zgrajen. Nato do
prekinitve programa zaporedno kli¢e funkcijo Gui.refresh(), ki nato poskrbi za osveZevanje
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celotnega vmesnika. Funkcija Gui.refresh() se torej pokli¢e 30-krat na sekundo (za ¢asovne
razmake med Kklici skrbi objekt clock) in preveri vse dogodke, ki so se zgodili do prejSnjega
klica, ustrezno reagira na vnose miSke in tipkovnice in na koncu z metodo Gui.draw_items()
na novo narise celoten grafi¢ni vmesnik in graf.

Vmesnik med drugim omogoca risanje svojega grafa, ki ga lahko uporabnik shrani za kas-
nejSo uporabo. Shranjevanje objektov v Pythonu omogoca standardna knjiZznica pickle, ki
vse podatke objekta shrani v posebno datoteko s pripono .pkl. Vse shranjene grafe lahko na-
jdemo v mapi /saved_graphs. Shranjevanje in nalaganje grafov iz diska ra¢unalnika omogocata
metodi Gui.save_custom_graph() in Gui.load_graph_from_a_file().

Uporabnik lahko grafu, na vmesniku doda vozlis¢e, izbriSe vozlis¢e, premika vozlis¢a, na
novo obteZi povezavo in poveZe dve Se nepovezani vozlis¢i. Vse to po¢ne z uporabo miske in
tipkovnice. Vnos iz teh dveh kanalov vmesnik sprejema s pomocjo metod Gui.handle_mouse()
in Gui.handle_keys().

Razred Color v datoteki color.py je namenjen predstavitvi barv in poleg RGB vrednosti
posameznih barv vsebuje funkcije, ki generirajo barve, uporabne pri vizualizaciji algoritmov.

5.2 Razred Graph

Glavni atribut razreda Gui je razred Graph. Gre za posebno implementacijo grafa, ki omogoca
vmesniku shranjevanje Se nekaterih, za klasi¢ne grafe nepotrebnih podatkov, ki so pomem-
bni za vizuelno predstavitev grafa. Kot sem Ze omenil gre za eksplicitno predstavitev grafa,
kjer namesto grafa hranimo dve mnoZici, v prvi so vsa vozlis¢a in v drugi vse povezave
med njimi. V progam smo dodali dva nova razreda Vozlis¢e (Node) in Povezava (Edge), kar
dovoljuje, da poleg osnovnih podatkov o vsakem vozlis¢u in povezavi, hranimo Se barvo,
polozaj in velikost.

Tako razred Graph kot tudi Node in Edge imajo svoje metode, ki olajSajo implementacijo
algoritmov na grafu. Graph.get_edges_from_node(node) je generator, ki omogoca iteracijo ¢ez
vse sosednje povezave nekega vozlis¢a, kljub temu, da so vsa vozlis¢a shranjena v mnoZici.
Graph.get_edge(nodel, node2) vrne kazalec, ¢e povezava med vozlis¢i obstaja in
Graph.are_connected(nodel, node2) preveri prisotnost povezave. Graf z metodami omogoca
tudi dodajanje in odstranjevanje povezav in vozlis¢.

Vsaka povezava in vozlis¢e imata svojo metodo draw(), ki objekt nariSe na zaslon in color_element(),
ki objekt pobarva. Za razrede so implemetirane tudi tako imenovane magi¢ne metode

(__hash__, _repr__, __eq__...), ki objektom omogocajo Se visji nivo abstrakcije in spajanje z
osnovnimi Pythonovimi podatkovnimi strukturami (npr. hash tabela - set) in operatorji (<,

== (-
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Slika 5: Grafi¢ni vmesnik

6 Osnovni algoritmi

Kot del raziskovalne naloge sem napisal program, ki vizualizira delovanje nekaterih os-
novnih algoritmov na neusmerjenem uteZzenem grafu. Vsi algoritmi so implementirani v
datoteki algorithms.py, vendar sem v nalogo vkljucil krajSe verzije istih algoritmov, ki se ne
riSejo na zaslon, saj je koda tako krajsa in veliko bolj pregledna.

6.1 Preiskovanje v globino

Preiskovanje v globino (ang. DFS) je najpreprostejsi na¢in preckanja grafa. Casovna za-
htevnost algoritma je O(V + E) ob rekurzivni implementaciji pa ima v najslabSem primeru
prostorsko zahtevnost O(V). Preiskovanje v globino lahko uporabimo za iteracijo ¢ez vsa
vozlis¢a, dosegljive iz poljubnega vozlis¢a, kot je prikazano v spodnjem primeru. Funkcija
kot parametre sprejme objekt razreda Graph in objekt razreda Node, ki predstavlja vozlisce
iz katerega bi radi iskali dosegljiva vozlis¢a. Na zacetku vsakega rekurzivnega klica z yield
iz funkcije "podamo" vozlis¢e in ga dodamo v seznam visited, nato pa pois¢emo vsa sosed-
nja vozlis¢a, ki jih Se nismo obiskali in za vsakega naredimo rekurzivni klic (6-8). Seznam
visited skozi rekurzijo ostaja enak za vse nadaljne klice, saj si funkcije kot parametre podajajo
le kazalec do seznama in ne naredijo nove kopije za vsak klic. [20]

1 def dfs(G, current, visited=None):

2 if visited is Nomne: visited=set ()
3 yield e.second_node
4 visited.add (current)

5
6 for e in G.get_edges_from_node (current):
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if e.second_node not in visited:
dfs (G, e.second_node, visited)

Izsek 1: Presikovanje v globino

6.2 Preiskovanje v $irino

Preiskovanje v $irino (ang. BFS) je prav tako kot preiskovanje v globino nac¢in preiskovanja
grafa z zatetkom v poljubnem vozlis¢u. Casovna zahtevnost algoritma je prav O(V + E),
prostorska zahtevnost pa je v najslabsem primeru O (V). Preiskovanje v $irino lahko uporabl-
jamo za iskanje najkrajse poti med dvema to¢kama, ob predpostavki da so vse povezave
enako uteZene, oziroma za rac¢unanje oddaljenosti (najmanjSega Stevila povezav) med dvema
tockama. Prav tako lahko algoritem uporabimo za dolo¢anje ekscentri¢nosti vozlis¢a. Spodaj
je primer uporabe preiskovanja v $irino za dolo¢anja minimalne oddaljenosti dveh vozlis¢.

Funkcija kot parametre sprejme graf in dva objekta razreda Node, ki predstavljata izhodis¢no
in kon¢no vozlis¢e. Lokalna spremenljivka Q predstavlja vrsto (uvozeno iz standardnega
Pythonovega modula collections), spremenljivka visited predstavlja mnoZico Ze obiskanih
tock. Na zacetku v vrsto dodamo izhodis¢no vozlis¢e skupaj z razdaljo (razdalja od vozlisca
do samega sebe je 0). Dokler vrsta Q ni prazna iz zaetka vrste vzamemo vozlis¢e in njegovo
oddaljenost od izhodis¢a, preverimo, ali gre za iskano vozliS¢e in ¢e gre, virnemo razdaljo
(7,8). V nasprotnem primeru pa na konec vrste dodamo vsa trenutnemu vozlis¢u sosednja
vozlis¢a, ki jih Se nismo obiskali skupaj z razdaljo, povecano za 1, ter vozlis¢a dodamo v
mnozico visited (10-13). Ce se vrsta Q izprazni, preden najdemo iskano vozlis¢e, to pomeni,
da vozlis¢e iz izhodis¢nega vozlis¢a ni dostopno. V tem primeru je oddaljenost neskon¢na
(15). [21]

def bfs(G, start, end):
visited = set ()
Q = collections.deque ()
Q.append ((0, start))

while Q:
dist, N = Q.popleft ()
if N == end:

return dist

for e in G.get_edges_from_node (N):
if e.end_node not in visited:
Q.append ((dist + 1, e.end_node)
visited.add (e.end_node)

return float ("inf")

Izsek 2: Presikovanje v $irino
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6.3 Primov algoritem

Primov algoritem je algoritem, namenjen iskanju najmanjSega vpetega drevesa v grafu. Gre
za tako imenovani poZresni algoritem, kar pomeni, da do reSitve ve¢jegra problema pride
tako, da veckrat zaporedno izbere opcijo, ki je v danem trenutku optimalna reSitev preproste-
jSega problema. Algoritem zacne v poljubnem vozli¢u in si shrani vse povezave, ki vkljuc¢u-
jejo to vozlis¢e. Nato izmed vseh povezav izbere najcenejSo in nato prejsSnjim shranjenim
povezavam doda Se vse povezave, ki vodijo iz kon¢ne tocke izbrane povezave. Postopek
ponavlja, dokler ni obiskal vseh vozlis¢ v grafu. Vse povezave, ki jih je na poti izbral pred-
stavljajo najmanjse vpeto drevo.

Funkcija sprejme graf ter visited in MST (ang. minimum spanning tree) nastavi na prazni
mnozici. Nato spremenljivko first nastavi na naklju¢no vozlis¢e (to naredi s pomocjo iter-
atorja ¢ez mnozico nodes v grafu). Prvo vozlis¢e doda v visited, nato pa zgradi minimalno
kopico (prioritetno vrsto) iz vseh povezav, ki vsebujejo vozlisce first (5). Nato v zanki jemlje
povezave iz kopice ter za vsako povezavo preveri, ali trenutno vozlis¢e povezuje s Se neo-
biskanim vozlis¢em (10). Ko najde tako povezavo, jo doda minimalnemu vpetemu drevesu
(prioritetna vrsta skrbi, da bodo najprej prisle na vrsto najcenejSe povezave), vozlis¢e doda
obiskanim vozlis¢em in nato vse povezave, ki vodijo iz tega vozlis¢a doda v vrsto (11-14).
Postopek ponavlja, dokler niso bila obiskana vsa vozlis¢a. [22]

def prims(G):
visited, MST = set(), set()
first = next(iter (G.nodes))
visited.add(first)
all_edges = list(G.get_edges_from_node (first))
heapq.heapify(all_edges)

while len(visited) < G.order:
e = heapq.heappop (all_edges)
if e.first_node not in visited and e.second_node not in visited:
MST . add (e)
visited.add(e.second_node)
for edge in G.get_edges_from_node(e.second_node):
heapq.heappush(all_edges, edge)
return MST

Izsek 3: Primov algoritem

6.4 Boruvkov algoritem

Boruvkov algoritem prav tako najde najmanjse vpeto drevo v grafu. Enako kot pri Primovem
algoritmu gre za poZres$ni algoritem. Algoritem se problema loti tako, da vsakemu vozlis¢u
poisce najcenejSo povezavo, ki izhaja iz njega. Tako formira tako imenovan gozd - mnoZico
poddreves grafa (v prvi iteraciji so ima vsako drevo le eno vozlis¢e). Nato vsakemu drevesu
poisce najcenej$o povezavo in tako drevo zdruZi z enim od sosednjih dreves. To ponavlja,
dokler v gozdu ne ostane le eno drevo - to predstavlja eno od najmanjsih vpetih dreves grafa.
Ena od prednosti Boruvkovega algoritma je, da ga lahko enostavno preobrazimo tako, da
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iS¢e vpeta drevesa v komponentah nepovezanih grafov.

Funkcija v zacetku seznam forest napolne z |V| seznami dolzine 1, vsak od katerih vse-
buje eno vozlis¢e (2). Minimalno vpeto drevo (MST) nastavi na prazno mnoZzico. Nato v
zanki vsakemu vozlis¢u v grafu z metodo make_mark() doda oznako komponente, kateri vo-
zlis¢e pripada (6-8). Seznam cheapest predstavlja najcenejSe povezave za vsako posamezno
komponento (10). Z zanko nato iteriramo ¢ez vse povezave v grafu in pois¢emo najcenejse
povezave , ki povezujejo dve razli¢ni komponenti gozda (12-17). Najcenejse povezave med
komponentami nato dodamo minimalnemu vpetemu drevesu, komponente, ki jih povezu-
jejo pa zdruzimo (20-24). Ko ima gozd le eno komponento izstopimo iz zanke in vrnemo
najmanjse vpreto drevo (27). [23]

def boruvkas (G):
forest = [{node} for node in G.nodes]
MST = set ()

while len(forest) > 1:
for i, component in enumerate (forest):
for node in component:
node .make_mark (i)

cheapest = [None for _ in range(len(forest))]

for e in G.edges:
if e.first_node.mark != e.second_node.mark:
if not cheapest[e.first_node.mark] or e < cheapest[e.

first_node.mark]:
cheapest[e.first_node.mark] = e
if not cheapest[e.second_node.mark] or e < cheapest[e.

second_node .mark]:
cheapest [e.second_node.mark] = e

new_forest = []

for e in set(filter (None, cheapest)):
MST.add (e)
C = forestl[e.first_node.mark]
C.extend(forest[e.second_node.mark]
new_forest.append(C)

forest = new_forest
return MST

Izsek 4: Boruvkov algoritem

7 NP polni problemi na grafu

NP polni problemi nastopajo v mnogo razli¢nih oblikah. V tej raziskovalni nalogi bom opisal
dva NP polna problema, ki ju lahko predstavimo s pomo¢jo grafa. Oba problema sta imple-
mentirana v graficnem vmesniku, v nalogi pa sta vkljuceni skrajsani verziji, ki se ne rieta na
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zaslon.

7.1 Problem trgovskega potnika

Problem trgovskega potnika je NP teZak problem, ki sprasuje, kako dolga je najkrajsa pot, ki
se zacne in konca v istem mestu in na poti obis¢e vsa ostala mesta v dolo¢eni mnoZzici mest.
Problem je sam po sebi NP teZak (ni problem odlo¢itve, zato ga ni mogoce preveriti), vendar
obstaja verzija problema, ki namesto iskanja najkrajse poti sprasuje, ali obstaja pot na grafu,
ki je krajsa od neke dolZine, ta verzija pa je NP polna (¢e Ze imamo pot, lahko preprosto s
sledenjem tej poti preverimo, ali je seStevek vseh povezav na njej manjsi od dane vrednosti).

Ce problem predstavimo z grafom, vsakemu mestu dodelimo vozliste, ter ga poveZzemo
z vsemi ostalimi mesti v grafu tako, da utez povezave predstavlja razdaljo med mestoma.
Nato Zelimo na tem grafu najti Hamiltonov cikel (Zelimo obiskati vsa vozli¢a na grafu, brez
ponavljanja vozlis¢), katerega vsota vseh povezav bo najmanjsa moZzna.

Za optimizacijo nimamo posebnega algoritma, zato moramo za iskanje najboljSe resitve pre-
prosto preveriti vse mozZnosti (uporabiti preiskovanje s silo ang. brute force approach) in
izmed njih izbrati najmanjSo. To lahko doseZemo z uporabo rekurzije - problem kako dolga
je najkrajsa pot, ki od trenutne tocke obis¢e vse podane tocke, lahko predstavimo kot mini-
mum vseh poti, ki obiS¢ejo vse tocke razen ene od sosed te tocke + teZza povezave do sosede.

Funkcija sprejme graf G, zacetno (in hkrati kon¢no) vozlis¢e, trenutno vozlis¢e (v prvem
klicu enako kon¢nemu) in mnoZico remaining, ki predstavlja vsa vozlis¢a, ki jih je Se treba
obiskati (pri prvem klicu so v mnoZici vsa vozlis¢a grafa). Iz mnoZice remaining odstran-
imo trenutno vozlis¢e in nato, ¢e je mnoZzica prazna, (kar pomeni, da smo obiskali vsako
vozlis¢e in bi morali biti eno povezavo oddaljeni od konca poti) preveri, ¢e v grafu ob-
staja povezava od vozlis¢a do konca in vrne njeno utez. Ce povezava ne obstaja, vrnemo
neskon¢no, saj ta pot ni veljavna (5-7). Spremenljivka cost predstavlja najmanjSo vrednost
poti, ki jo lahko opravimo, ¢e pot za¢nemo v tem vozlis¢u in na poti obis¢emo vsa vozlisc¢a
v mnoZici remaining. V zanki nato za vsako od preostalih vozlis¢ pois¢emo pot do vseh
sosednjih vozlis¢, ki so v mnoZici remaining (¢e nobeno tako vozlis¢e ne obstaja vinemo za-
¢etno vrednost cost - neskonéno) in nato rekurzivno klicemo funkcijo z vsakim od sosednjih
vozlis¢ ter vrnemo najmanjso od teh vrednosti (11-18). [24]

def TSP(G, start, curr, remaining):
remaining.remove (curr)

if not remaining:
final = G.get_edge(start, curr)
if final is None:
return float ("inf")
return final.weight

cost = float("inf")
for node in remaining:
e = G.get_edge (current, node)

if e is None:
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continue
cost = min(cost, e.weight + TSP(G, start, node, remaining))

return cost

Izsek 5: Problem trgovskega potnika

7.2 Barvanje grafov in kromati¢no stevilo

Barvanje grafov z najmanj$im moZnim Stevilom barv (dolo¢anje kromati¢nega Stevila grafa)
je $e en NP tezak problem. Ce problem preobrazimo tako, da nas zanima, ali je graf mogoce
obarvati z k barvami, tako kot pri primeru trgovskega potnika dobimo NP poln problem.
Ker polinomska resitev ne obstaja, lahko problem resimo le z uporabo sile. Kljub temu, da
polinomska reSitev ne obstaja, lahko zmanjSamo c¢as delovanja algoritma tako, da upora-
bimo backtracking oziroma, da namesto pregledovanja vseh moZznih k" obarvanj nekega
grafa sproti izlo¢amo tiste, za katere Ze vemo, da niso veljavne. Kljub tej optimizaciji pa
¢asovna zahtevnost v najslabSem primeru ostaja eksponentna.

Funkcija za dolo¢anje kromati¢nega Stevila preprosto povecuje Stevilo barv, dokler graf ni
obarvljiv. Funkcija za preverjanje obarvljivosti grafa z n barvami, sprejme kot argumente
graf G, mnoZico vseh vozlis¢, ki jih je treba obarvati, in Stevilo barv. Najprej pogledamo,
¢e je mnozZica vozlis¢ prazna, saj je graf z ni¢ vozlis¢i mogoce obarvati z poljubno majhnim
Stevilom barv. Nato vsakemu vozlis¢u v mnoZici priredimo vsako izmed moZnih barv (12,
13) in nato s sosedami tega vozli¢a preverimo, ali je taka razporeditev barv veljavna (14-
16). Ce neveljavnost ni najdena (v Pythonu se else po for zanki izvede, ¢e nikjer v zanki
nismo poklicali break), obarvamo vozlis¢e in nato z rekurzivnim klicom preverimo, ali ob-
staja kakrdnokoli veljavno obarvanje preostalih vozlis¢ (15). Ce veljavno obarvanje obstaja,
vrnemo True, v nasprotnem primeru pa nadaljujemo s prirejanjem barv v zanki. Ce veljavno
obarvanje ni bilo najdeno vrnemo False. [25]

def chromatic_number (G):

k=1
while not n_colourable(G, G.nodes.copy(), n):
kK += 1

return k

def n_colourable (G, nodes, n):
if not mnodes:
return True

for node in nodes:
for color in range(n):
for edge in G.get_edges_from_node (node):

if e.second_node.color == color:
break
else:
node.color = c¢
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if n_colourable(G, nodes - {nodel}, n):
return True
return False

Izsek 6: Dolo¢anje kromati¢nega Stevila grafa

8 Uporaba teorije grafov

Racunalnisko ali cestno omreZje lahko predstavimo kot graf. Z iskanjem mostov na grafu
lahko na omreZju is¢emo Sibkosti (na primer iskanje ceste na cestnem omreZju, ki bi, v
primeru zaprtja, preprecila prehod iz enega mesta v drugo). Iskanje najmanjSega vpetega
drevesa nam lahko pomaga poiskati nepotrebne povezave v omreZju (ugotavljanje, katere
povezave med strezniki lahko odstranimo, da bi z minimalnimi stroski vzdrZevanja om-
rezje Se vedno omogocalo prenos podatkov vsem streznikom). Najmanjse vpeto drevo lahko
uporabimo za ugotavljanje, kaksna je najbolj optimalna izgradnja elektri¢cnega omreZja med
hiSami, tako da je vsaka hisa priklju¢ena na omreZje. Iskanje najkrajSe poti med dvema vo-
zlis¢ima v omreZju se uporablja v navigacijskih napravah v avtomobilih.

Tudi socialna omreZja so v ra¢unalniSkem smislu ogromni grafi uporabnikov, ki so med seboj
povezani s prijateljstvi. Iskalniki kot so Google in Bing spletne strani vrednotijo s pomocjo
grajenja usmerjenih grafov, kjer vozlis¢a predstavljajo spletne strani, povezave med njimi pa
povezave, preko katerih lahko prehajamo med njimi. V nadaljevanju bo uporabnost teorije
grafov prikazana Se na prakti¢nih problemih.

8.1 Nacrtovanje poti

Nacrtovanje poti je eden od primerov, kjer si lahko pomagamo s teorijo grafov. Recimo, da
se odpravljamo na potovanje z avtomobilom in si Zelimo na potovanju ogledati 5 razli¢nih
mest, pri tem pa za pot porabiti kar se da malo ¢asa. Vrstni red obiska mest ni pomemben.
Problem predstavimo z grafom tako, da vsakemu mestu pripiSemo vozlis¢e, nato pa vsak
par razli¢nih mest poveZemo z neusmerjeno obteZeno povezavo, katere utez predstavlja ¢as
potovanja iz enega mesta v drugo.

My My Mz My Ms
M; | x 9 10 4 14
M| 9 x 10 12 10
Mz 10 10 x 10 7
My| 4 12 10 X 8
Ms| 14 10 7 8 X

Tabela prikazuje ure potovanja med posameznimi mesti

Nato na grafu poZenemo algoritem za reSitev problema trgovskega potnika, ki nam izracuna
nacrt potovanja tako, da bo ¢as potovanja minimalen moZen. Problem lahko resimo z uporabo
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graficnega vmesnika, graf za ta problem lahko uvozimo v program, nahaja se pod imenom
" "
mesta’.

M1

M5 M2

M4 M3

Slika 6: Problem potovanja reSen z uporabo grafi¢nega vmesnika

8.2 Barvanje zemljevida

Se en primer praktiéne uporabe grafov je barvanje zemljevida. Recimo da Zelimo pobarvati
zemljevid drZzav tako, da nobeni sosednji drZavi ne bosta enake barve. To storimo tako,
da vsako drzavo predstavimo kot vozlis¢e in jo nato z neusmerjeno povezavo povezemo
z vsemi sosednjimi drzavami. Na grafu poZenemo algoritem za barvanje grafa in s tem
dolo¢imo barvo vsake drzave. Algoritem poskrbi, da bomo za barvanje porabili minimalno
mozZno Stevilo barv. Tudi ta primer lahko v graficnem vmesniku uvozimo pod imenom "aus".

J ~. /// -~ "
k] w //;//
N 1 |
1 /// _'__'__...-'-"";-"
! i -

L
e
— —

1l

. L]

Slika 7: Barvanje zemljevida z uporabo grafi¢cnega vmesnika [26]
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9 Zakljucek

Cilj naloge je bil predstaviti grafe kot matemati¢no strukturo, implementirati graf in izde-
lati grafi¢ni vmesnik, ki uporabnikom omogoca laZje razumevanje nekaterih algoritmov na
grafih. Razumevanje teorije grafov postaja vse bolj uporabno znanje, saj so grafi z razvo-
jem racunalniStva vstopili v naSe vsakdanje Zivljenje, ne da bi se tega sploh zavedali. Poleg
tega, da jih uporabljamo v matematiki, od koder izvirajo, jih lahko najdemo v kemijskem,
fizikalnem, bioloskem in celo socioloskem raziskovanju. So sestavni del mnogih tehnologij,
brez katerih bi si Zivljenje danes tezko predstavljali. Grafi nam odpirajo nov pogled na
nekatere strukture okrog nas in omogocajo, da te strukture matemati¢no predstavimo in
analiziramo. Vsesplo$na uporabnost grafov, je dokaz, da za matemati¢ne strukture ni nujno
takoj ocitno, zakaj so uporabne, ampak se njihova uporabna vrednost pokaZze Sele kasneje.
To odpira moZnost, da smo marsikatero prihodnje odkritje v svetu znanosti Ze analizirali,
treba ga je le Se pravilno interpretirati in mu pripisati pravi pomen.
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