V) -

Y@ BIOTEHNISKI
&% CENTER NAKLO
i

PROSTORNINE OKROGLIH TELES

Raziskovalna naloga srednjeSolcev s podrocja matematike

Avtorici:  Joana SAVLI
Suzana SAVLI

Mentor:  Marko KOSELJ, prof.

Strahinj, februar 2025



ZAHVALA
Zahvaljujeva se najinemu mentorju prof. Marku Koselju za njegovo strokovno
vodenje, konstruktivne povratne informacije in dragoceno podporo pri izvedbi

najine raziskovalne naloge.



| KAZALO VSEBINE

L)Y = 1 = ORI 5
L UVOD ..ottt ettt ettt ettt ettt ettt ettt n et reas 6
2 PROSTORNINA OZIROMA VOLUMEN.........ociietiieteeeeteeeeteeeeteeeeeeeee e 7
3 1IZRACUN VOLUMNA TELES Z INTEGRIRANJEM .......ccooviviuiieieieceeeeeeeee e 9
3.1 POKONCNI VALJ NAD LIKOM L IN NJEGOV VOLUMEN.........c.ccecevverirerenrnrnen. 9
3.2 VOLUMEN TELESA ..o eieeeeeeeteeeeteeeeeeee ettt neenenas 11
ANVALD ...ttt ettt ettt et e et et et e et te et re et ereenens 13
B STOZEC ...ttt ettt ettt ettt ettt e et nn ettt neatenens 14
6 PRISEKANI STOZEC .....oiieveeeeeeeeteeeeeeeeeeeee ettt ettt te e te e aeeseaeenenes 16
TKROGLA. ...ttt ettt e et en et sn st n e tns 18
B ELIPSOID ...ttt ettt ettt ettt n s 20
9 ELIPTICNI PARABOLOID..........cueieteeeteeeeteeeeteeeete ettt eaene e 26
10 TUBA ZOBNE PASTE .....oviuiieeeteeeeeeetee ettt es e es st en et s 29
10.1 VISINA TUBE a(x) JE LINEARNA FUNKCIJA.......cc.ccoveeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 30
10.2 VISINA TUBE a(x) JE KVADRATNA FUNKCIJA........cooivevieieereeeeeereeeenae, 32
10.3 PRIMERJAVA REZULTATOV ..ottt 35
10.4 VISINA TUBE a(x) JE PODANA TABELARICNO.........cccccovveriececeeeerenan 37
11 ZAKLJIUCEK ..., 39
12 VIRIIN LITERATURA ...ttt 40

I KAZALO SLIK

SHKa L: KVAEI ... 7
Slika 2: Pokoné€ni valj nad lIKOmM L. 9
Slika 3: Osnovna ploskev razdeljena na n kvadratov ...........ccccccoeeiiiiiiiiieneeeeeceiiiinn, 10
Slika 4: Skica poljubnega telesa .........ccooo i 11
Slika 5: SKICa Valja.......cooviiiiiiii 13
Slika B: SKICA StOZCA.....uuuueii i e 14
Slika 7: Skica prisekanega St0ZCa............uuiiiiiiiiiiiiii e 16
Slika 8: SKIiCa Krogle.......coooiiiiii 18
Slika 9: SKica elipSOida ........cooviiiiiiiii 20
Slika 10: Skica zgornje poloble za izraun ploS€ine elipse ..........ccovvvvvviiiiiiiiiiiiiiiien 20
Slika 11: Skica eliptiCnega paraboloida.............cccceeeviiviiiiii 26
Slika 12: Skica tube zobne paste ... 29
Slika 13: Skica tube zobNe Paste ........coo i 30
Slika 14: Skica tube zobNe Paste ........coi i 32
Slika 15: Vrste tub in merilni pripOMOCKI...........coovviiiiiiii 35
Slika 16: Graf spreminjanja viSine leze€e tube.............ccccccii 38



I KAZALO TABEL

Tabela 1: Razli¢ne vrste tub in izradunana prostornina...........ccccccceeeeii e, 36
Tabela 2: Polosi a in b vzdolZ dolZine x za tubi Palmolive in OFF! ...........cccccvvvviinn. 37



POVZETEK

Najprej smo pogledali pojem prostornine oziroma volumna in njegov izraun. S pomocjo
dolo¢enega integrala nam je uspelo izpeljali formule za prostornino valja, stozca, prisekanega
stozZca, krogle, elipsoida in elipti€nega paraboloida. Ob dolo€enih predpostavkah smo analiticno
izpeljali formulo za volumen tube zobne paste. Njen volumen smo izracunali tudi na numeri¢en

nacin s trapeznim pravilom iz izmerjenih vrednosti.

Kljuéne besede: prostornina, paraboloid, elipsoid, stoZec, valj, krogla, tuba zobne paste

ABSTRACT

First, we looked at the concept of volume and how it is calculated. Using the definite integral, we
were able to derive the formulae for the volume of a cylinder, a cone, a truncated cone, a sphere,
an ellipsoid and an elliptical paraboloid. Under certain assumptions, we have analytically derived
the formula for the volume of a tube of toothpaste. Its volume was also calculated numerically

using the trapezoidal rule from the measured values.

Keywords: volume, paraboloid, ellipsoid, cone, cylinder, sphere, toothpaste tube



1 UvOD

V vsakdanjem zivljenju se pogosto sreCujemo z razlicnimi okroglimi telesi kot so
valji, stozci, krogle in celo embalaze izdelkov, kot je tuba zobne paste.
Prostornina taksnih teles igra klju€no vlogo na mnogih znanstvenih in tehnicnih

podrocjih, od arhitekture in inZzenirstva do farmacije in Zivilske industrije.

V nasi raziskovalni nalogi smo se osredotocili na izraCun prostornine okroglih
teles s pomocjo doloCenega integrala. Zanimalo nas je, ali uspemo z nasim
znanjem izraCunavanja doloCenega integrala izraCunati volumne preprostih in
tudi manj preprostih okroglih teles. Raziskali smo razlicne geometrijske oblike,
vkljuéno z valjem, stozcem, prisekanim stozcem, kroglo, elipsoidom in
paraboloidom. Posebno pozornost smo namenili tudi tubi zobne paste, saj ta
predstavlja zanimiv primer v realnem svetu, kjer poznavanje prostornine vpliva

na proizvodnjo in oblikovanje embalaze.

V nadaljevanju naloge bomo predstavili teoreticno ozadje izraCuna prostornin s
pomocjo integrala, nato pa bomo podrobno analizirali vsako izmed izbranih teles
ter prikazali konkretne izraCune. Cilj naSe raziskave je bil bolje razumeti
matemati¢ne principe, ki se skrivajo za temi telesi, in prikazati, kako se ti koncepti

uporabljajo v praksi.



2 PROSTORNINA OZIROMA VOLUMEN

Prostornina meri prostor, ki ga zavzema telo. Za merjenje prostornine
potrebujemo enoto. Ce izberemo dolZinsko enoto e, je prostorninska enota kocka

Zz robom e.

e Kocka z robom 1 meter ima prostornino 1 m? (kubi¢ni meter).
e Kocka z robom 1 decimeter ima prostornino 1 dm3, kar je enako 1 liter.

e Kocka z robom 1 centimeter ima prostornino 1 cm3.

LASTNOSTI PROSTORNINE

» Prostornina telesa, razrezanega na dele, je enaka vsoti prostornin teh

delov.
» Telesa, ki so po obliki enaka in imajo enake mere, imajo enako

prostornino.
IzraCun prostornine kvadra:

Prostornina kvadra z robovi a, b, ¢ izraunamo po formuli V=a-b-c, saj v
kvader lahko po dolzini zlozimo a enotskih kock, po Sirini b in po viSini ¢ enotskih
kock (glej sliko 1).

Slika 1: Kvader

Kako pa bi dolocili volumen telesa nepravilne oblike?



Telo in prostor okrog njega si mislimo razrezana na kocke z robom 1 dm.
Prostornina telesa se meri s kockami doloCenih dimenzij. Prostornino telesa
izraGunamo tako, da ugotovimo koliko kock z robom 1 cm je v telesu. Ce je teh
kock Z, je prostornina telesa V = Z cm?. Ce se kocke ne prilegajo toéno telesu,
izmerimo prostornino z manjSimi kockami. Tako dobimo bolj to¢en priblizek za
prostornino telesa. Cim manj$e kocke uporabimo za merjenje, tem bolj toen

priblizek prostornine dobimo. V limiti pa dobimo to¢no vrednost.

Povezava z maso in gostoto:

Ce telo napolnimo (npr. z vodo), lahko ugotovimo njegovo prostornino s

tehtanjem telesa, saj je masa telesa (m) povezana s prostornino (V) preko

gostote (p) s formulo V = % .



3 1IZRACUN VOLUMNA TELES Z INTEGRIRANJEM

3.1 POKONCNI VALJ NAD LIKOM L IN NJEGOV VOLUMEN

V ravniniimamo lik L, omejen s sklenjeno Crto [. V vsaki toCki te Crte konstruirajmo
pravokotnico na dano ravnino. Tako dobimo v prostoru valjasto-cilindricno
ploskev nad ¢rto [ (slika 2). Pravokotnico na dano ravnino skozi tocko Crke [

imenujemo oblikovalka naSe valjaste ploskve.

Imamo Se eno ravnino, vzporedno dani. Obe ravnini in valjasta ploskev omejujejo
del prostora, ki ga imenujemo pokoncni valj nad likom L (glej sliko 2). Tuja beseda
za valj je CILINDER.

Slika 2: Pokonéni valj nad likom L

Del oblikovalke med obema ravninama je stranica valja. Valjasta ploskev izreze
iz druge ravnine lik, skladen liku L, saj si lahko mislimo, da je ta lik nastal z
vzporednim premikom lika L vzdolz stranice. Ta dva lika imenujemo osnovni

ploskvi nasega valja. Razdalja med obema osnovnima ploskvama je visina valja.

Pokonéno prizmo imamo lahko za valj nad veckotnikom. Ce je lik L krog, pa

govorimo o kroznem valju.

Poskusimo ugotoviti formulo za izraCun prostornine pokoncénega valja nad
likom L. Lahko si mislimo, da je pokonéni valj sestavljen iz mnogih kvadrov (glej

sliko 3 z osnovnimi ploskvami kvadrov).



Volumen enega kvadrajeV=a-b-c=S-v.

Slika 3: Osnovna ploskev razdeljena na n kvadratov

Ce sestejemo volumne vseh kvadrov, dobimo:
V=Sv+Sv+--+S5v
V= (51+Sz+'“+5n)'17

V=S-v

Ce naredimo vedno bolj drobno delitev lika L na pravokotnike ali kvadrate, potem
je volumen pokon¢nega valja vedno blizje izrazu V = S - v, kjer je S vsota plos¢€in
pravokotnikov. Zato verjamemo, da volumen pokon¢nega valja nad likom L

dobimo po formuli V = S - v, kjer za S vzamemo plo&¢ino lika L oziroma plos€ino
osnovne ploskve.

10



3.2 VOLUMEN TELESA

Imejmo telo, ki ga v koordinatnem sistemu polozimo vzdolz x-osi (slika 4).

Slika 4: Skica poljubnega telesa

Telo sekamo z vzporednimi ravninami, ki jih postavimo pri delilnih to¢kah xi, x2,
X3,...Xn. Preseki ravnin z nasim telesom naj imajo v delilnih tockah plosc¢ino S(xi).
Razdaljo med delilnima to¢kama oznaimo Ax; = x;,; — x;. Prostornina dela
telesa med dvema sosednjima ravninama je priblizno enaka V; = S(x;) - 4x; . Del
telesa med ravninama bi lahko aproksimirali z notranjim pokonénim valjem in
zunanjim pokon¢nim valjem. Vidimo pa, da ¢im bolj ko zgostimo delilne tocke xi,
tem bolj se zunaniji in notraniji valj prilegata naSemu delu telesa med ravninama.
In zato gre v limiti, ko gre Stevilo delilnih to€k proti «, Sirine intervalov pa
neodvisno proti 0, ta priblizna vrednost prostornine proti to¢ni vrednosti

prostornine dela telesa. To zapiSemo:

11



V= lim O(S(xl)Axl + S(xy)Ax, + -+ + S(x,)Ax,)

n—-oo, Ax
Oziroma

V= lim  YS(x;)Ax;

n—-oo, Ax;—0
.Vemo pa, da vrednost takega izraza izraCunamo s pomocjo doloCenega

integrala:

b

V= fS(x)dx

a

Po tej formuli bomo v naslednjih razdelkih izraCunali prostornine raznih okroglih

teles.

Telo, ki je dobljeno na tak nacin, da lik pod pozitivho funkcijo f na intervalu [a, b].
Ko to telo zavrtimo koli x-osi, ga imenujemo rotacijsko telo. Prostornino

rotacijskega telesa lahko izraCunamo tudi po obrazcu

b b b

szS(x)dxz fﬂf(x)zdxznf(f(x))zdx

a a

12



4 VALJ

Pokon¢ni krozni valj je rotacijsko telo, ki nastane z vrtenjem pravokotnika okoli

ene od stranic za 360° ali okoli ene od obeh simetrijskih osi za 180°(glej sliko 5).

Slika 5: Skica valja

Izpeljana formula za volumen valja s pomocjo integrala:
b

V= nfy(x)2 dx

a

V=mn|{@)?dx
|

Prili smo do enakega obrazca za izraCun prostornine valja, kot ga Zze poznamo.

13



5 STOZEC

Stozec je okroglo geometrijsko telo, ki ga omejujeta dve mejni ploskvi (osnovna

ploskev in plas€) (glej sliko 6).

Slika 6: Skica stozca

Najprej bomo izraCunali koeficient nase linearne funkcije, ki omejuje nas stozec:
Ay

" Ix

_Y27N
x% —x,

k

k

Zacetna vrednost linearne funkcije je kar r. Zato je na8a linearna funkcija

() =——-x+
yo) =——-xtr

Nato pa bomo vstavili naso funkcijo v doloCeni integral za izraCun volumna

rotacijskega telesa:

b
SO

14



Dobili smo znano formulo za izradun volumna stozZca.

15



6 PRISEKANI STOZEC

Prisekani stoZzec dobimo, Ce stoZcu s polmerom R in vrchom odrezemo vzporedno

z osnovno ploskvijo stozec s polmerom r in z istim vrhom (glej sliko 7).

Slika 7: Skica prisekanega stozca

Najprej bomo izraCunali naso linearno funkcijo, ki omejuje prisekani stozec, tako,

da bomo v splodno enacbo linearne funkcije vstavili nase vrednosti za k in n:

X2—X1
k_r—R
v—0
r—
fe==-
r—R
y—T'X+R

Nato pa bomo vstavili funkcijo v dolo€eni integral in izraCunali prostornino telesa:
b

V=7tjy2dx

16



v
r—R 2 r— R\? r—R
V=nm ( -x+R) dxznf ( )x2+2—-Rx+R2 dx
v v v

0
0
r—R\* x3 2(r—R) _«x? x\ |V
V=m ( ) — 4+ — <~ .R— 4 R%2-
v 3 v 2 1 0
r—R\*v3 2(r—-R v?
V=7T( >—+¥-R—+R2v—(0+0+0)
v 3 v 2
(r—R)?-v
V=nf+(r—R)R-v+R2-v
r2—2rR+R?%» v
V=TL'<( 3 ) +Rrv—R2v+R2v>

r?v —2rRv + R?>v 3rRv
V=mn 3 + 3

(rzv + RN + R2v>
V=mn 3

(v(rz + Rr + R2)>
V=m 3

mv(r? 4+ Rr + R?)
V= 3

Dobili smo znano formulo za volumen prisekanega stozca. Opazimo Se nekaj.

Ce bi namesto polmera r vstavili polmer R, bi dobili formulo za volumen valja.

17



7 KROGLA

Krogla je geometrijsko telo, omejeno s krogelno lupino ali sfero. Sfera je mnozica
toCk v prostoru, ki so enako (za polmer r) oddaljene od ene tocke — srediS¢a
(glej sliko 8).

Slika 8: Skica krogle

Krogla je tudi rotacijsko telo. Nastane z vrtenjem kroga okoli enega od premerov
za kot 180° ali z vrtenjem polkroga okoli premera (2r) za kot 360°.

Ce iz osnovne enacbe kroznice izpeliemo y, dobimo funkcijo, ki jo lahko

uporabimo v integraciji, da dobimo volumen telesa:

X2+ y? =2
y2 =12 — x2
y =412 — x2

18



S pomocjo doloCenega integrala izraCunamo prostornino krogle:

b
V=nfy2dx

V= 3r3 r3+3r3 r3
I R N T
V= 3r3 r3+3r3 r3
B
V= 493
_47Tr3
3

Dobili smo enacbo za izraCun prostornine krogle.

19



8 ELIPSOID

Elipsoid je zaprta ploskev, katere vsi ravninski prerezi so elipse ali krogi.
Simetri¢en je glede na tri med seboj pravokotne osi, ki se sekajo v srediS¢u.
Elipsoid dobimo iz krogle tako, da jo v x-smeri, y-smeri in z-smeri skréimo z
doloCenim faktorjem. Telo je podobno Zogi za ameriSki nogomet ali krompirju
(glej sliko 9).

Slika 9: Skica elipsoida

Splodna enacba naSega elipsoida je:

Za izraCun prostornine elipsoida V = f_aaS(x) dx, pa moramo izraCunati S od

preCnega preseka tega lika, ki je elipsa.

PLOSCINA ELIPSE

Slika 10: Skica zgornje poloble za izra€un plos¢ine elipse

20



Najprej iz enacbe za elipso izrazimo y:

x2 yZ
2 =t
2 2
Yo X 2
=l @/
b?x?
y2:b2_ az
b?x?
y = ’bz— 2
2
y= |z (@ —x?)
b
—_—. 2 __ 42
y=_-vat-x

Nato vstavimo funkcijo v doloceni integral in s pomocjo njega izraCunamo

plos¢ino zgornje polovice (glej sliko 10).

a

Szfy@ﬁh

—-a

a

b
S=JEVM—xHM

—-a

Vzamemo spremenijivko x = a sin ¢, izraunamo odvod x' = a cos ¢ in izpeljemo

dx =acos@-dep.

21



Jaz—a?-sin2¢@-acosode

t
Il
|
N|;‘\N|:1
Q|

S = Jaz(1—sin2 @) -acos@ - de

Q|
|
NI~ |3

V3
2
b
S=afw/a2-coszg0-a-cos<p-dgo
z
s
2
b
S=—jacosga-a cos@ - do
a_E
2

cos? ¢ znamo izraziti s pomocjo dvojnega kota 2 ¢
cos(2¢) = cos?¢p — sin’g
1 = cos?¢ + sin?¢

cos(2¢) + 1 = 2cos?q /: 2

cos(2p) +1 5
—————— = cos‘Q
2
cos(2p) 1 5
> + 5= cos“@

~cos(29) + 5 = cos?
5C0s(2) + 5 = cos®g

Sedaj pa vstavimo naprej v formulo:

22



s
2
b
S =—a? fcoszq)d(p
a 77.'
2
V3
2
S = ab (1 20) +5)d
=a ficos( <p)+§ 0]
s
2
V3 s
2 2
1 1
S=ab fzcos(2¢)d<p+j§dgo
-2 _g

Vzamemo novo spremenljivko u = 2¢, izraéunamo odvod u' = 2, nato izrazimo

do = dz—u. Ker smo uvedli novo spremenljivko, moramo uvesti tudi novo zgornjo in
novo spodnjo mejo:
Zgornja meja: u = 2%, u = m. Spodnja meja: u = —m. Dobimo:

T

. -

1 1 1| 2
ab chos(u)-zdu+z[ﬂ -

—1T J—

t
Il

2

T

- = [sinu] +%(g_—7n)

N| =
N| =

ab

t
Il

4
5= (3esntn - sncr +3(5+5)

S=ab G(o - (0)) +%n)

(95
I

ab (0 +E)

23



To je ploS€ina zgornje polovice elipse. Zato je ploscina elipse s polosema a in b

enaka S = wab. PloSCina elipse s polosema b inc pa je S = mbc .

v . . Y . . L x? 2 z?
IzraCunajmo sedaj volum en nasega elipsoida z enacbo — Z4+i=1,
a bZz = 2

Pri vsakem x-u je precCni prerez tega elipsoida elipsa. Pri izbranem x-u

izraCunajmo, koliksni sta polosi te elipse:

2 2 2
y: z X
piae-1"a
2,2 g2 2
ptae~ g
y2a? N 7202 .
bZ(aZ _ xZ) C2(a2 _ xZ) -
Lz 1
b2(a% — x2) | c2(a? —x2)
a’? a?
bVa?—x? cVaz-x2

Zato ena polos meri

in druga polos

. Plo&€ina elipse pri nekem

X-U je zato

bVa2-x2 c¢Va?-x2  mbc(a?-x?
S=m : = el )

a a a?

Volumen elipsoida dobimo po formuli:

a

V= fS(x)dx

—-a

24



_ 4mabc
3

To je formula za volumen nasega elipsoida. Opazimo Se to, da €e so vse tri

polosi enake in zato za a, b, c vzamemo povsod r, potem dobimo ravno

4mr3 - .
obrazec za volumen krogle V = % , kar smo priCakovali.

25



9 ELIPTICNI PARABOLOID

z2

Elipti€ni paraboloid omejujejo to¢ke (x,y,z), ki zadoS€ajo pogoju ;—C= Z—§+b—2.
Poleg tega telo omejuje Se ravnina, ki je pri x = v pravokotna na x-os. EliptiCi
paraboloid je telo, ki je skicirano na sliki 11. Za njega je znacilno, da so precni
preseki z ravnino, ki je pravokotna na x-os, elipse. Pre¢ni preseki z ravnino, ki je

pravokotna na y-os ali z-0s, pa so parabole.

Slika 11: Skica elipti€nega paraboloida

Pri nekem izbranem x, si ogledamo elipso, ki je dobljena kot presek ravnine,

pravokotne na abscisno os v tistem x-u, s paraboloidom.

Poskus$ajmo ugotoviti velikost obeh polosi od te elipse.

42
x y? v
— _+_ —
v a? b2 /x
1_vy2+zzv
T a’x  b%x
yZ 2
1=a2x+bzz_x
v v

26



Velika polos je a' = /ﬂ =a- \/E
v v
Mala polos je b' = f \F

Plosc¢ina elipse je:

S=m-a'b’

X X
S'=7t-a\[:-bJ:
v v

wabx

Zdaj pa bomo naso plos€ino vstavili v doloCeni integral in izracunali prostornino
eliptiénega paraboloida:

27



ab - v

Vidimo, da je volumen odvisen od obeh polosi mejne elipse ter od viSine

paraboloida.

28



10 TUBA ZOBNE PASTE

Tuba zobne paste je telo, ki ga dobimo €e valj na eni strani stisnemo v daljico. Za
izraCun volumna predpostavimo, da je prec¢ni presek tube povsod elipsa. In Se to,
da se velika polos in mala polos vzdolZ tube preprosto spreminjata. Ce tuba lezi,
bomo predpostavili, da se njena Sirina linearno spreminja vzdolz tube. Za
spreminjanje viSine tube pa bomo naredili dva izraCuna. Prvi¢ bomo predpostavili,
da se viSina linearno spreminja vzdolz dolZine. Drugi¢ pa bomo predpostavili, da
je odvisnost viSine vzdolZ dolZine kvadratna funkcija. Sirino in vi§ino bomo merili
od simetrale tube v eno stran. Sirina in vi$ina tako predstavljata polosi preéne

elipse v neki tocki.

Obe polosi elipse, ki je najblizja pokrov€ku, naj merita r . Na stisnjenem koncu
pa naj ena polos meri R, druga pa 0 . DolZina tube, brez podaljSka z navojem za

pokrovéek, naj meri [ (glej sliko 12 in 13).

Slika 12: Skica tube zobne paste

Izpeljava za na$o linearno funkcijo (glej sliko 12), ki predstavlja Sirino leZecCe tube:

y = b(x)
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b(x) =kx+n

Y2—W1
X2 —Xq

b(x) =

b(x)=$-x+R

10.1 VISINA TUBE a(x) JE LINEARNA FUNKCIJA

Izpeljali bomo Se funkcijo za Sirino tube a(x), ki omejuje naso tubo zobne paste
(glej sliko 13):

y=kx+n
r

y=7x+0

a(x)=§x

Slika 13: Skica tube zobne paste
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Zdaj pa bomo na$i funkciji vstavili v dolo€eni integral in izraCunali prostornino

tube zobne paste:

_(mr(r—R) x*® mrR x?
B 12 3 )

_nr(r—R)I® N nrRI?
- 123 [-2

B nrl(r — R) N mrRI
B 3 2

_ 2(mr?l —mrlR) + 3nrRI
B 6

B 2nr?l — 2nrlR + 3nrRl
- 6

B 2nr?l + nrRl
=

_nrl-(2r +R)
=—
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Dobili smo prostornino tube zobne paste v primeru, da vzamemo za visino tube
a(x) linearno funkcijo. Kasneje smo opazili, da dobimo po tem obrazcu niZje
rezultate, kot je navedeno na tubah (glej tabelo 1). Zato smo se odlocili preuditi

8e moznost, kjer se viSina tube spreminja po kvadratni funkciji.

10.2 VISINA TUBE a(x) JE KVADRATNA FUNKCIJA

Predpostavimo, da se Sirina tube b(x) spreminja tako kot prej: b(x) = %x +R.

Zdaj pa bomo vzeli, da je viSina tube a(x) kvadratna funkcija (glej sliko 14).

IS€emo jo v obliki

y=ax?+bx+c

Slika 14: Skica tube zobne paste

Na sredini tube (pri x = é) naj polos a(x) meris. Kadratna funkcija mora potekati

skozi togke M(0, 0), N (3, s), P(L, ) (glej sliko 14). Dobimo enacbe:

M: 0=a-0°4+b-0+c¢
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2

l l
N: s=a '<§> +b '§'+'C

P: r=a'l*+b-l+c

ResSimo sistem enacb in dobimo:

Zdaj vstavimo a, b in ¢ v nado kvadratno funkcijo, se pravi (x) :

2r — 4s ) 4s —r
y = B x“ + ] X

a(x) == x2 +

4s—r

S pomocjo doloCenega integrala izraCunamo prostornino tube zobne paste:

l

V=fn-a(x)~b(x)dx

l
2r — 4s 4s —r r—R
=f7'[( x% + x)( x+R>dx
12 l l
0

~ ”j <(2r — zlxzs)(lr “R) 5, (s - rl)z(r -R) 5 C@r _l;;s) R, s —lr) ‘R x) .
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2r—4s)(r — R 4sr —r?> —4sR + rR + 2rR — 4sR 4s —r)R
nf<( ) )x3+ x2+( i ) x)dx

13 12

1
2r —4s)(r — R 4sr —r? + 3rR — 8sR 4s —1) - R
j(( 13( )x3+ 2 x2+( l) x)dx

23 (4s—1r)R x2\|!
_+( ) PRp—

_ (@r—4s)(r —R) x4+4rs—r2+3rR—85R
-r E 4 2 3 1 2
0
13 (4s—1)R I?
(s '"Ol

3 l 2

_ [@r—4s)(r—R) 1* N 4rs —r% + 3rR — 8sR
B 13 4 12

4s)(r—R) 1* 4rs—r?+3rR—8sR I3 N (4s —71) - Rl
[3 4 [2 3 2

l(Zr -
=7

B (2r—4s)(r—R)-l-3+(4rs—r2+3rR—8sR)-l-4+(4s—r)-Rl-6
- T 12 12 12

(2r?2 —4rs — 2rR + 4sR) - 31 + (4rs —r? + 3rR — 8sR) - 4l + (4sR — rR) - 6l
= 7'[ .
12

612l — 12rsl — 6rRL + 12sRl + 16rsl — 4r?l + 12rRl — 32s Rl +24sRl — 6 Rl
=1
12

3 2r2l + 4rsl + 4sRI
T 12

21

— _ 2
—nlz(r + 2rs + 2sR)

_ ml(r? + 2rs + 2Rs)
B 6

Dobili smo prostornino za primer, ko za spreminjanje viSine tube zobne paste
vzamemo kvadratno funkcijo. Da potrdimo nasSe enacbe, bomo v naslednjem

razdelku vanje vstavili izmerjene podatke razlicnih vrst zobnih past, krem in
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zas&cCite pred komarji (glej tabelo 1). Opazovali bomo, kakSne so razlike med naso

izraCunano prostornino in prostornino, ki je napisana na embalazi razli¢nih tub.

10.3 PRIMERJAVA REZULTATOV

Za razlicne tube (glej sliko 15) smo v tabeli 1 zbrali podatke: vrsta tube, navedeni
volumen V,,vedeni> POIMer pri pokrovéku r, polmer pri stisnjenemu delu R,
dolzino [, polos po viSini na sredini tube s, izracun volumna z linearno funkcijo V
in izrac¢un volumna s kvadratno funkcijo V'. Merska enota za volumen je povsod

mililiter ml, kar je enako kot cm3.

Slika 15: Vrste tub in merilni pripomocki
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Vrsta tube

Vhavedeni

[ml]

[em]

[em]

[em]

[em]

l(2r + R
V=1tr(r )

6
(mi]

r

_ nl(r® + 2rs + 2Rs)

6
[ml]

Palmolive
brivska
krema

63

1.6

2,4

11

1,2

51,6

70,0

Aquafresh
zobna
pasta

125

1,75

2,6

17

14

95

135,7

Koncentrat
48 zascitna
krema za
roke

125

1,7

2,6

17

14

90,8

132,8

SUN MIX
soncna
krema

50

1,7

2,6

9,2

1,35

49,1

69,8

MIXA
krema za
obraz

100

2,0

3,0

11,2

14

82,1

105,5

OFF!
Zascita
pred
komarji in
klopi

100

19

3,0

115

1,45

77,8

104,5

Tabela 1: Razliéne vrste tub in izraCunana prostornina

Opazili smo, da ¢e vzamemo prvo izraCunano enacbo in vanjo vstavimo podatke,

dobimo manj$o prostornino, kot je napisana na embalazah. Ce pa vstavimo v

drugo enacbo, kjer smo za funkcijo vzeli kvadratno funkcijo, dobimo prostornine

malenkost vecdje kot so napisane na embalazah. Obrazec s kvadratno funkcijo je

nekoliko bolj natancen.
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10.4 VISINA TUBE a(x) JE PODANA TABELARICNO

Ker smo ugotovili, da niti linearna niti kvadratna funkcija ne ustrezata dovolj dobro
resniCnemu spreminjanju visine lezeCe tube, smo visine tub kar tabelirali. V tabeli
2 so zbrani podatki za dve od teh tub: Palmolive in OFF!. V stolpcu x so razdalje
od izhodis€a, v stolpcu a je velikost polovi¢ne Sirine, ki se linearno spreminja, v
stolpcu b so viSine, ki smo jih dejansko izmerili, v zadnjem stolpcu S pa je pri

vsakem x-u izraCunana plos€ina S = mab elipse, ki je pre€ni presek tube pri tem

x-u. Koli¢ine x, a in b so v milimetrih, S pa je v kvadratnih milimetrih.

X a b S
0,0 24,0 0,0 0,0
3,0 23,8 2,0 149,3
6,0 23,6 3,0 222,0
9,0 23,3 4,0 293,2
12,0 23,1 5,0 363,1
15,0 22,9 6,0 431,6
18,0 22,7 7,0 498,7

21,0 22,5 7,5 529,2
24,0 22,3 8,0 559,0
27,0 22,0 9,0 622,7
30,0 21,8 9,0 616,6
33,0 21,6 10,0 678,2
36,0 21,4 10,5 705,0
39,0 21,2 11,0 731,0
42,0 20,9 11,0 723,5
45,0 20,7 11,5 748,5
48,0 20,5 12,0 772,8
51,0 20,3 12,5 796,4
54,0 20,1 13,0 819,4
57,0 19,9 13,0 810,5
60,0 19,6 14,0 863,2
63,0 19,4 14,0 853,6
66,0 19,2 14,5 874,2
69,0 19,0 15,0 894,0
72,0 18,8 15,0 883,8
75,0 18,5 15,5 902,6
78,0 18,3 16,0 920,8
81,0 18,1 16,0 909,8
84,0 17,9 16,5 926,9
87,0 17,7 17,0 943,4
90,0 17,5 17,0 931,7
93,0 17,2 17,0 920,1
96,0 17,0 17,0 908,4
99,0 16,8 17,5 923,2
102,0 16,6 18,0 937,2
105,0 16,4 18,0 924,9
108,0 16,1 18,0 912,5
111,0 15,9 18,0 900,2
0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 trapezno: 80,1

X a b S
0,0 30,0 0,0 0,0
3,0 29,7 2,0 186,7
6,0 29,4 3,0 277,3
9,0 29,1 4,0 366,2

12,0 28,9 5,0 453,2
15,0 28,6 6,0 538,4
18,0 28,3 7,0 621,9
21,0 28,0 7,5 659,5
24,0 27,7 8,0 696,3
27,0 27,4 9,0 775,2
30,0 27,1 9,0 767,1
33,0 26,8 10,0 843,3
36,0 26,6 10,5 876,0
39,0 26,3 11,0 907,8
42,0 26,0 11,5 938,7
45,0 25,7 12,0 968,7
48,0 25,4 12,5 997,8
51,0 25,1 13,0 1026,0
54,0 24,8 13,0 1014,3
57,0 24,5 13,5 1041,1
60,0 24,3 14,0 1067,0
63,0 24,0 14,5 1092,1
66,0 23,7 15,0 1116,2
69,0 23,4 15,0 1102,7
72,0 23,1 15,5 1125,5
75,0 22,8 16,0 1147,4
78,0 22,5 16,0 1132,9
81,0 22,3 16,5 1153,5
84,0 22,0 16,5 1138,6
87,0 21,7 17,0 1157,8
90,0 21,4 17,0 1142,4
93,0 21,1 17,0 1127,1
96,0 20,8 17,5 1144,5
99,0 20,5 18,0 1161,0
102,0 20,2 18,0 1144,7
105,0 20,0 18,0 1128,5
108,0 19,7 18,5 1143,2
111,0 19,4 19,0 1157,0
114,0 19,1 19,2 1151,8

0,0 0,0 0,0 0,0

0,0 0,0 trapezno:| 105,7

Tabela 2: Polosi a in b vzdolz dolzine x za tubi Palmolive in OFF!
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Nas cilj je, da izraGunamo volumen tube V = f: S(x) dx. Kerimamo funkcijo S(x)
podano le v posameznih tockah x, bomo vrednost integrala izraCunali s pomocjo
trapeznega pravila. V = %h(S0 + 25, + 2S5, + -+ 25,1 + S,,). Rezultata za dve

tubi sta vidna v tabeli 2 in sta Ze preracunana v cm®o0z. ml. Ta postopek smo
naredili tudi za preostale tri tube. Rezultati so priSli nekoliko viSji kot so
prostornine, ki so navedene na embalazi. Zadovoljni pa smo, ker znamo na
numeri¢en nacin izraCunati vrednost doloCenega integrala funkcije, ki je podana
le v posameznih tockah.

Kako se spreminja viSina lezeCe tube smo si Zeleli predstavljati Se graficno. V
koordinatnem sistemu na sliki 16 smo predstavili tiri funkcije. Na x-osi nanasamo

zaporedno Stevilko delilne to¢ke, na y-osi pa so milimetri.

20
° / = 2a(x)_linearna

10 = 3(x)_kvadratna

5 / a(x)_konstantni_obseg

= 3(X)_merjena

O Trrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr1rr11

1 3 5 7 91113151719 21 23 2527 29 31 33 35 37

Slika 16: Graf spreminjanja viSine lezece tube

Modra funkcija predstavlja predpostavko, da se viSina tube linearno spreminja vzdolz
dolzine. Rdela predstavlja predpostavko, da se viSina kvadrati¢no spreminja. Vijoli¢na
predstavlja dejansko izmerjene vrednosti, ki so najbrz za nekaj odstotkov previsoke
zaradi nenatanCnega prenosa na milimetrski papir. Zadnja, zelena predstavlja
predpostavko, da ima tuba pri vsakem preseku konstanten obseg elipse. Pri linearni
funkciji smo rezultate za volumen dobili nekoliko prenizke, pri ostalih treh funkcijah pa
nekoliko previsoke. Razlogi so razli¢ni: pri linearni in kvadratni funkciji je bila nasa
predpostavka verjetno prevec idealizirana, pri tisti z izmerjenimi vrednostmi pa je zaradi
ClovesSke nenatancnosti rezultat nekoliko previsok. Pri nekaterih tubah smo opazili tudi,
da je nas$ izraCunani volumen bistveno vecji od navedenega na embalazi. Gotovo je v

teh primerih proizvajalec dal v tubo ve€ vsebine v korist potrosnika.
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11 ZAKLJUCEK

V raziskavi smo spoznali, da lahko z dolo¢enim integralom ucinkovito izraCunamo
prostornino teles. Nasi izraCuni so se ujemali z znanimi formulami, kar potrjuje
pravilnost metode. Integral nas je navdusSil s svojo uporabnostjo, saj nam
omogocCa reSevanje kompleksnih matemati¢nih problemov na eleganten in

sistemati¢en nadin.

V nalogi se Se nismo lotili obravnave volumna torusa ali svitka. Obstajajo pa tudi
telesa, ki so deloma okrogla in deloma oglata. Za izraCun njihovega volumna pa

S0 najbrz potrebne bolj zahtevnhe metode racunanja.

Naleteli smo tudi na tubo zobne paste, pri kateri se v leze€em polozaju njena
viSina ne spreminja po kaksni znani preprosti funkciji. V tem primeru smo funkcijo
tabelirali z dovolj majhnim korakom. Prostornine tub nam ni uspelo izraCunati
analiticno s pravili za doloCene integrale, ampak smo se morali seznaniti z

nacinom za numeri¢no integriranje.
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