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POVZETEK

Tema najine raziskovalne naloge so dvojiski (binarni) ulomki. Izhajali sva iz navadnih ulomkov in podrobneje

, L ...) Raziskovali in preiskovali

Y c v 11
preucevali ulomke, ki imajo v imenovalcu vrednost potence $tevila dva (5 '8 18

@ | =

sva, na kaks$ne nacine se taki ulomki zapisujejo in ali obstajajo posebna pravila pri raunanju z njimi. Opazili sva,
da imajo taki ulomki posebno vlogo tudi v vsakdanjem Zivljenju. Zanimalo naju je, na kak$en nacin, kako in zakaj.
V najini raziskovalni nalogi so navedeni razli¢ni zapisi dvojiskih ulomkov, lastnosti in racunske operacije z njimi
ter nekaj primerov njihove uporabe v vsakdanjem Zivljenju.

Kljué¢ne besede: dvojiski ulomki, binarna in decimalna $tevila, racunske operacije

ABSTRACT

The topic of our research paper is binary fractions. We started by regular fractions and continued by studying in

1

1 1
T ...). We researched and explored

more detail the fractions that have a power of two in the denominator (2, ’

how these fractions are presented and whether there are special rules when performing calculations with them. We
noticed that such fractions play a special role in everyday life and we were curious about the ways and why is that
so. In our research paper, we have outlined different representations of binary fractions, their properties, and
arithmetic operations with them, as well as some examples of their use in everyday life.

Keywords: binary fractions, binary and decimal numbers, arithmetic operations
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Dvojiski ulomki so ulomki, ki imajo v imenovalcu vrednost potence Stevila 2 (npr. =, 41,
...). V vsakdanjem zivljenju se pogosto omenjajo (v glasbi osminka, pol ure, Cetrt pice ...). V
strokovni literaturi [1] lahko zasledimo veliko zanimivih dejstev o njih in odlocili sva se, da bova
to Se podrobneje raziskali. Iskali sva odgovore na vprasanja: kaj so, kako se definirajo, zakaj so
pomembni v matematiki in vsakdanjem Zivljenju? Kako so nastali njihovi zapisi? Zakaj so
dvojiski ulomki velikokrat omenjeni v vsakdanjih problemih? Kako se pretvarja iz desetiSkega
v dvojiski sistem in obratno? Ali obstajajo izjeme pri pretvarjanju? Kako se ra¢una z njimi? So
matemati¢ni zapisi not in taktovski nacini povezani z njimi? Pri delu sva si rezultate izracunov
sistemati¢no zapisovali v tabele, pomagali sva si tudi s strokovno literaturo in Svetovnim
spletom.

Hipoteza: Dvojiski in desetiski ulomki se v marsi¢em razlikujejo. V vsakdanjem Zivljenju je

uporabno poznavanje tako enih kot tudi drugih.



1. DVOJISKI ULOMKI

Dvojiski oziroma binarni ulomki so ulomki, ki imajo v imenovalcu S$tevila 2, 4, 8, 16, 32 ...
torej Stevila, ki jih dobimo z zaporednim potenciranjem Stevila 2.

Njihova vrednost je lahko tudi ve¢ja od 1, v nasi raziskovalni nalogi se bomo osredotocili
predvsem na pozitivne ulomke, ki so manjsi od 1.

Najprej sva opazovali ulomke s Stevcem 1. Tako je nastalo naslednje zaporedje:
111 1

2'4°8'16
Te ulomke lahko zapiSemo s splos$no obliko (% )™, v tem zapisu predstavlja n naravno $tevilo.
Vsak naslednji ulomek v tem zaporedju je enak polovici prej$njega ulomka.

Ce bi prikazali delitev dvojiskih ulomkov vizualno, bi nastala drevesna struktura:

N =
N =

NS
AN
NS

AN

ol =
o =
o =
ol =
ol =
o =
o =

QR =

Slika 1: Drevesna struktura dvojiskih ulomkov

. N C . ) . .
Prva veja drevesa je > ki se deli dalje na polovico in tako dalje do neskon¢nosti, kar pomeni, da
se vrednosti zmanjSujejo. Nastane enakomerna drevesna struktura, kjer se delcki izhodiscne

.1 . o
vrednosti 2 enakomerno delijo na vedno manjse enake dele.

a0 —NIm
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o0 [N
0 |4
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Slika 2: Delitev enotske daljice na dvojiske ulomke z imenovalci 2, 4 in 8
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Med raziskovanjem literature [1] o dvojiskih ulomkih sva spoznali, da se lahko vsak dvojiski
ulomek zapise tudi s posebno obliko $tevil z vejico. Taka dvojiska Stevila (binarna) bova v tej

raziskovalni nalogi oznacevali z dvojko v oklepaju v desnem spodnjem kotu Stevil.

1 1"
s = (—) = 0,0000000000001 5,

2

Z nastevanjem bi lahko $e nadaljevali. Opazili sva, da ima binarna $tevilka toliko Stevk za vejico,
kot je stopnja potence Stevila % Stevki takih $tevil sta samo 0 in 1, torej se razlikuje od
desetiSskega sistema, Kjer so stevke od 0 do 9.

V dvojiskem Stevilu vsaka Stevka po vejici predstavlja vrednosti zaporednih potenc ulomka %
(polovice, cCetrtine itd.), podobno kot v decimalnem sistemu, kjer po decimalni vejici vsako

decimalno mesto predstavlja zaporedne vrednosti potence Stevila 11—0 (desetine, stotine itd.).

Zanimalo naju je, kako bi lahko zapisali poljubne vrednosti.

Med raziskavo sva zapisali v tabelo naslednje ulomke in iskali vzorce.

Imenovalec Ulomki z danim imenovalcem |
1
2 z
2
4 1213
4 42 4
g 1 2 1 3 4 2 1 5 6 3 7
8 8 4’ 8 8 4 2’ 8’ 8 4’ 8
16 1 2 1 3 4 2 1 5 6 3 7
16’ 16 8 16’ 16 8 4 16’ 16 8’ 16




8 4 2 1 9 10 5 126 3
16 8 4 2’ 16’ 16 8’ 16 8 4
13 14 7
16’ 16 8’
1 4 2 1 3
32’ 32 16’ 32’ 32 16 8’ 32 16’ 32’
4 2 1 9 10 11 12 3 13
32 16 8 4’ 32’ 32 16 32’ 32 16 8’ 32’
3 14 7 15 16 8 4 2 17 189 19
32 32’ 32’ 32 16 8 4 2’ 32’ 32 16’ 32’
20 10 5 21 22 11 23 12 6 3 25
32 16 8’ 32’ 32 16’ 32’ 16 8 4’ 32’
26 13 27 28 14 7 29 30 15 31
32 16" 32" 32 16 8’ 32’ 32 16’ 32

Tabela 1: Raziskujemo ulomke z imenovalci 2, 4, 8, 16 in 32

Najina tabela bi se lahko nadaljevala. Pri posamezni vrednosti imenovalca bo zmeraj veé
ulomkov. Ugotovili sva, da se dvojiski ulomki, ki imajo v Stevcu soda $tevila, lahko kraj$ajo,
ulomki, ki imajo v $tevcu liha $tevila, pa se ne morejo krajsati. Zanimalo naju je, ali imajo ti
ulomki, ki jih ni bilo mogoc¢e krajsati, morda kak$ne druge lastnosti.

Med raziskovanjem literature [3] in drugih virov [5] o zgodovini matematike sva izvedeli, da so

Egipc¢ani veliko vedeli o ulomkih in tudi o dvojiSkih ulomkih.

Stari Egipcani so uporabljali dva razli¢na nacina za zapisovanje ulomkov. Ulomke, Ki imajo v

Stevcu Stevilo 1, Se dandanes imenujemo egipCanski ulomki (ali enotski ulomki) in ulomki

Horusovega ocesa. Ti ulomki so ravno tisti, o katerih sva Zeleli izvedeti ¢im vec.

1/8

Slika 3: Horusovo oko (Vir slike [5])




Ulomki Horusovega ocesa je sistem, ki so ga uporabljali za izrazanje necelih enot koli¢in Zita ali

.y e ey s 111 1 1. 1
tekocin ali pa so take necele koli¢ine izrazili kot vsoto dvojiskih ulomkov = ,~= ,= ,— in

2°4°8°16 '32 64
Zgodnje oblike tega sistema najdemo v dokumentih iz pete dinastije Egipta pred 4000 leti.

Opazili sva, da so Egip¢ani vedno uporabljali ulomke s Stevcem 1. Da bi lo¢ili ulomke od celih

Stevil, so nad Stevilko zapisali »oval«, oziroma ta znak: < | Imeli so zapisza 1=1in 10 =
N. [3]

<
Tako bi % po egipéansko lahko zapisali: Il

Druge ulomljene vrednosti so zapisovali kot vsoto takih enotskih ulomkov. Na taksen egipcanski
nacin sva uspeli zapisati tudi ulomke iz najine tabele 1, ki jih ni bilo mogoce krajSati.

Nekaj primerov:

3 1 1
17271
3 1 1
87872
5 1 1
87278
7 1 1 1
8727278
5 1 1
6 1716
11 1 1 1
—_— =t 4 —

32 4 16 32

Ta zapis je mogoce raz€leniti na dvojiSke ulomke. Pisanje vodoravne Crtice med Stevcem in
imenovalcem so v 12. stoletju vpeljali Arabci, ki celotno ulomljeno vrednost, ki je manj$a od 1,
opisuje z dvema Steviloma. Pred tem so sprva Egip¢ani, Babilonci, nato Grki in kasneje ostali

sredozemski narodi izraZali ulomljene vrednosti z vsoto ali zmnozkom enotskih ulomkov.

Nama se je pa zdelo zanimivo, da je ze hindujski matematik Mahavra okoli leta 850 pr. n. §t. za
deljenje ulomkov uporabljal pravilo »obrni in pomnoZi«, ki ga spoznamo tudi mi med
osnovnoSolskim izobrazevanjem, je pa to postalo del zahodne oz. evropske matematike Sele v

16. stoletju, prav tako pa so v tistem Casu na evropskih tleh zaceli uporabljati desetiski sistem.

10



Z razvojem »strojev, ki razmisljajo, je v 17. stoletju nemski matematik G. W. Leibniz zasnoval
osnove binarnega sistema, katerega korenine segajo v starodavne kulture na Kitajskem, v Indiji
in v arabskih drzavah. [3]

Obstaja torej ve¢ na¢inov zapisovanja dvojiskih ulomkov, zato bova v nadaljevanju raziskali

njihove razli¢ne pretvorbe.

1.1. Pretvorba iz dvojiskega v desetiski sistem

Ce ima dvojisko $tevilo ve¢ kot eno Stevko z vrednostjo 1, oznaduje vsaka Stevka 1 vrednost
potence Stevila % na tisti stopnji, na katerem mestu se nahaja v $tevilu od leve proti desni za
vejico.

Poglejmo si primer.

Predstavili bova pretvorbo Stevila 0,00010101 ,y v ulomek in v decimalno Stevilo v desetiSkem

sistemu. Navadna decimalna Stevila v desetiSkem sistemu bomo oznacili z malo Stevilko 10 v

desnem spodnjem kotu.

0,00010101 ;) =

_(1)4+(1)6+<1>8_ 1 N 1 N 1 _16+4+1 21
2 2 2) 16 64 256 256 256
= 0,0625 (19) + 0,015625(;0) + 0,00390625 (10y = 0,8203125 4,

Tako se pretvorijo Stevilke, ki so zapisane z dvojiSkim zapisom v ulomke z desetiskim

zapisom.

1.2. Pretvorba iz desetiSkega v dvojiski sistem

Za pretvorbo iz desetiskega v dvojiski sistem sva znova preucili naslednje primere in iskali
vzorce oziroma zakonitosti:

1 5
E = E = 0,5(10) = 0,1(2)
)¢ 1
E) = Z = m = 0,25(10) = 0,01(2)

11



1
§ = 0,125(10) = 0,001(2)

1
_6 = 0,0625(10) = 0,0001(2)

—_

1
= 55 = 0,031255) = 0,00001(;)

6
1
1

= —— = 0,0078125 39) = 0,0000001 5,
256
1
= — = 0,001953125;, = 0,000000001 5,
= = 0,0009765625 10y = 0,0000000001 5,
= = 0,00048828125 ;) = 0,00000000001,,
= = 0,000244140625 ;4 = 0,000000000001 5,

= ——=10,0001220703125;4y = 0,0000000000001 ,,

)
)
)
)
)
(&) =255 = 0003906250 = 000000001
)
)
)
)
)

Z naStevanjem bi lahko Se nadaljevali, opaziva pa, da je v dvojiSkem ulomku z vedno ve¢jim

imenovalcem vedno vec Stevk za vejico tudi v dvojiskem sistemu.
3
- . . o . 1 1. oL o
Opazili sva tudi, da si stevke v desetiskem sistemu od ulomka (E) =5 lzmenjujejo zadnje tri

decimalke (izmeni¢no 125 oziroma 625). Kadar imamo liho stopnjo potence ulomka % so zadnje

tri Stevke v desetiSkem sistemu 125, ko pa imamo sodo stopnjo, se Stevke za vejico koncajo S

625.
Pretvorbo ulomka 15—6 = i + 1—16 = 0,0101 ;) v dvojiski decimalni zapis si lahko predstavljamo

tudi z veckratnim razpolavljanjem lika, ki ga opazujemo pod mikroskopom najprej z

dvakratno, nato s stirikratno, osemkratno ... povecavo. V vsakem koraku preverimo, ali je

12



vrednost blizje skrajno levemu ali skrajno desnemu ulomku, na koncu pa pridemo tudi do roba

nasega lika.

5 A
1 3
0 | 1
| l ]
L™
\l
0,0 S 0,1
| 1 |'
#’
0,00 -7 0.01
I e B 71
LY
LY
0,010 \ 0,011
. [ T4

0,0100 0,0101
— [ I \]_)7

Slika 4: Pretvarjanje ulomkov v dvojiska decimalna

Stevila (prirejeno po [4])

. Ulomek je manjsi od 1, torej

zapiSemo 0 celih.

Ce je ulomek manjsi od % danega
obmocja, zapiSemo prvo Stevko za
vejico 0. Vsak delcek lika razdelimo
na polovice in sliko povecamo.

Ce je iskana vrednost veé&ja od
polovice obmocja, zapiSemo Stevko
1 in nadaljujemo z delitvijo lika.
Ce je iskana vrednost ravno enaka
eni polovici, vemo, da smo ze pri
koncu, vendar Se zapiSemo 0.

Ce je vrednost enaka desnemu
robu, se postopek konca in
zapiSemo 1.

V viru [5] sva prebrali tudi, da lahko pretvorba $tevila iz desetiSkega v dvojiski sistem temelji

na postopku zaporednega mnozenja decimalne vrednosti S Stevilom 2. Pri tem zabeleZzimo cela

Stevila, ki jih dobimo pri posameznih korakih, dokler ne pridemo do ulomljenega dela O (ali

dokler ne dosezemo zelene natancnosti).

Vzemimo primer, da pretvorimo 0,68751¢y v dvojiski zapis 0,1011 5.

Mnozimo decimalno vrednost z 2, pri cemer rezultat razdelimo na celo Stevilo (pred decimalno

vejico) in ulomljeni del (za decimalno vejico).

0,6875-2=1,375 — celavrednost: 1, ulomljeni del: 0,375

nadaljujemo z mnoZenjem ulomljenega dela:

0,375-2=10,75 — cela vrednost: 0, ulomljeni del: 0,75

ulomljeni del pomnozimo:

0,75-2=1,5 —> cela vrednost: 1, ulomljeni del: 0,5

mnozimo S$e:

05-2=1 —  cela vrednost: 1, ulomljeni del: 0

Z ulomljenim delom 0 se postopek zakljuci.

13



Decimalna vrednost MnoZenje z 2 Cela vrednost Ulomljeni del

1. 0,6875 1,375 1 0,375
2. 0,375 0,75 0 0,75
3. 0,75 1,5 1 0,5
4. 0,5 1 1 v 0

Tabela 2: Postopek izra¢una in rezultat pretvorbe iz desetiSkega v dvojiski zapis: 0,6875:0 = 0,1011 ).

Desetisko Stevilo smo v dvojiskem sistemu dobili tako, da smo cele vrednosti Stevil po
zaporednem vrstnem redu zapisali v dvojisko predstavitev decimalnega Stevila 0,68754¢), Ki
znasa v dvojiSkem zapisu 0,1011 ).
Rezultat lahko tudi preizkusimo.
Dvojisko Stevilo 0,1101,y lahko pretvorimo nazaj v desetisko:
01101 =1 5+0 z+1 -z+1-==

= 0,5(10) + 0+ 0,125(19) + 0,06251¢y = 0,68754,
Pri vsakem koraku pomnozimo ulomljeni del s Stevilom 2, da ugotovimo, koliko "polovic,
cetrtin, osmin" itd. je vsebovanih v vrednosti.
Med preizkusanjem tega postopka pa sva naleteli tudi na tezavo. Podobno kot ko pri pretvarjanju
desetiskih ulomkov v decimalna $tevila ponekod nastanejo neskon¢na decimalna Stevila, lahko
tudi pri pretvorbi ulomkov, ki niso dvojiski, pride do neskonénega zapisa Stevil v dvojiskem
sistemu. So pa tudi v tem primeru ti neskonéni zapisi periodi¢ni oziroma se del zapisa ponavlja
v neskon¢nost po nekem vzorcu.
Predstavili bova primer izraCuna Stevila 0,34y iz desetiSkega v dvojiski zapis.

Pretvorbo izvajamo s prej predstavljenim postopkom ponavljajo¢ega mnozenja z 2. ZabeleZimo

cele dele in ulomljene dele, dokler ne doseZemo ostanka 0 ali zelenega Stevila decimalk.

Korak Decimalna vrednost MnoZenje z 2 Cela vrednost ‘ Ulomljeni del
1. 0,3 0,6 0 0,6
2. 0,6 1,2 1 0,2
3. 0,2 0,4 0 0,4
4. 0,4 0,8 0 0,8
5. 0,8 1,6 1 0,6
6. 0,6 1,2 1 0,2
7. 0,2 0,4 0 0,4
8. 0,4 0,8 0 0,8
9. 0,8 1,6 1 0,6
10. 0,6 1,2 1 + 0,2

Tabela 3: Pretvorba in rezultati za pretvorbo Stevila 0,310 v dvojisko Stevilo
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Z analizo sva ugotovili, da se ulomljeni del pri koraku 2 ponovi pri koraku 6, nato pri koraku 10
in tako naprej. To pomeni, da se vzorec Stevk tudi v dvojisSkem zapisu ponavlja. Opazili sva
zanimiv pojav, da pride do periodi¢nosti. Ponavljajo se Stevke 0011.

Dobili sva naslednji rezultat: 0,319y = 0,0100110011 ...y = 0,01m(2)

Ugotovili sva, da je Stevilo neskon¢en periodicen zapis v dvojiskem sistemu in ga ne moremo
natan¢no zapisati kot kon¢no dvojisko Stevilo.

0 0,1 0,2 1/4 03 0,4 0,5 (1/2) 1
) O o0 0O O L 2 ®

Slika 5: Pretvorba stevila 0,310) v dvojisko Stevilo s pomocjo enotske daljice.

Ko primerjamo pretvorbe desetiSkega zapisa Stevil 0,6875(19y in 0,3(10yv dvojiski zapis, je
jasno, da nekatera Stevila potrebujejo ve¢ mest, da dosezejo zadostno natan¢nost, medtem ko
druga lahko zapiSemo Ze z nekaj mesti. Za decimalno Stevilko 0,68751¢) lahko dosezemo
popolno natan¢nost v dvojiskem zapisu z le Stirimi mesti 0,1101,, medtem ko Stevilka, kot je
0,3(10), potrebuje neskon¢no Stevilo mest za natancen zapis.

Ce zelimo dose¢i visoko natanénost pri matematiénih izradunih (na primer v raunalni§tvu),
moramo uporabiti ve¢ Stevk oziroma podatkovnih mest. To se v raCunalniStvu imenuje bit

(binary digit).

Pretvoriti sva zeleli tudi ulomke, kot SO é in %. Uporabili sva postopek ponavljajo¢ega mnozenja

z 2. Predvidevali sva, da tudi pri teh ulomkih na koncu ne pridemo do ostanka 0. To hipotezo
sva potrdili.

Oglejmo si pretvorbo ulomka % v dvojiski zapis.

Korak Ulomljena vrednost MnozZenje z 2 Cela vrednost Ulomljeni del
L L 2 0 L
6 6 3

2 1 z 0 2
3 3 3

3 z 4 | 1
3 3 3

4 1 2 0 2
3 3 3

2 4 1

5. — — 1 Z
3 3 v 3

Tabela 4: Pretvorba ulomka v neskoncno dvojisko Stevilo
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Dobili sva rezultat, da je nedvojiki ulomek = = 0,0010101 ...(zy = 0,001 ,). Ulomek = ni niti

@)
desetiski in niti dvojiski, torej niti v dvojiSkem zapisu nima konénega zapisa temve¢ samo

neskonéno periodicnega.
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2. RACUNSKE OPERACIJE Z DVOJISKIMI ULOMKI

2.1. Sestevanje v dvojiskem sistemu

V dvojiskem sistemu seStevamo dvojiska stevila tako, da jih najprej pravilno podpisemo (celi
del pod celi del, prvo decimalko pod prvo decimalko, drugo pod drugo ...). Sestevamo jih od

desne proti levi. Nato pa se drzimo naslednjih pravil:

o Ko Stevko 1 seStevamo s Stevko 1, dobimo 2, Cesar v dvojisSkem sistemu ne moremo
imeti, saj v dvojisSkem sistemu uporabljamo le Stevki 1 in 0. Zato nastane 10 in 1
prenesemo v naslednji stolpec. 1 + 1 = 10 (1 prenesemo v naslednji stolpec).

e Ko ni¢ sestevamo z ni¢, dobimoni¢. 04+ 0 =10

o Ko ena seStevamo z ni¢, dobimoena. 1 + 0 =1

SeStevanje prikazemo na primeru 0,101, + 0,001,

5 N 1 6
8 8 8
0 . 0 | 1. 1+1=10(1 prenesemo v naslednji
2 stolpec
p
0 0 0 1 ) ) )
0 1 0 2 2. 0+ 0+I1 (ki smo jo prenesli) = 1
+1
0. 1 | /0 ) 3. 1+40=1
4. 0+0=0
5.

Tabela 5: Postopek seStevanja Tako sestejemo 2 Stevili v

dvojiskem sistemu.

Rezultat je 0,110(), kar je g ali 0,75¢10).

Sestevanje dvojiskih $tevil se bistveno ne razlikuje od klasi¢nega seStevanja decimalnih Stevil.
Pri sestevanju dvojiskih Stevil, kot so zapisane zgoraj, moramo le biti pozorni na Stevilo

decimalnih mest.

Med raziskovanjem sva v literaturi [6] nasli zelo zanimivo nalogo seStevanja ulomkov.

Kvadrat je razdeljen na manjsa obmocja tako, kot prikazuje slika 7:
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Slika 6: Delitev kvadrata na osmine, Sestnajstine, dvaintridesetine ...

Oglejmo si naslednje seStevanje:

Da bi si nalogo olajsali si pomagamo z razli¢nimi barvami:

Slika 7: Nastanek spiralaste oblike

T . y 1,1 1 1
S pomocjo slike ni teZzko ugotoviti, da bo neskon¢na vsota sttt =

saj lahko barvanje nadaljujemo v neskon¢nost, ampak vedno lahko s Stirimi enakimi spiralastimi
obmodji prebarvamo celi kvadrat.

Racun lahko zapiSemo tudi z dvojisSkimi Stevili: 0,001,y + 0,0001,y + 0,000015) + - =
0,0011111111111 ...y = 0,001y = 0,01y).
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2.2 Odstevanje v dvojiskem sistemu

V dvojiskem sistemu odStevamo tako, da Stevila naprej pravilno podpisemo (celi del pod celi

del, prvo decimalko pod prvo decimalko ...). Odstevamo jih od desne proti levi. Nato pa se

drzimo naslednjih pravil:

¢ Ko od ni¢ odstejemo ni¢, dobimo ni¢. 0 — 0 = 0.
¢ Ko od ni¢ odstejemo ena, dobimo ena, saj si izposodimo dvojko in od nje odstejemo

enko. V naslednjem stolpcu pa enko preértamo. (Ce je v naslednjem stolpcu ponovno

nicla, ponovimo postopek). 0 — 1 = 1.

e Ko od ena odstejemo ni¢, dobimo ena. 1 — 0 = 1.

e Ko od ena odstejemo ena, dobimo nic. 1 — 1 = 0.

Za primer si oglejmo naslednji racun: 0,110 ;- 0,001, = 0,101y

0 — 1 =1 (saj si sposodimo 2 in
enko v naslednjem stolpcu
precrtamo)

0 — 0 = 0 (saj smo v prejSnjem
koraku 1 precrtali)

1-0=1

0-0=0

Tako odStejemo Stevili v

dvojiskem sistemu.

1.
2
0, 1 ¥ 0
= 0, 0 0 1
0, 1 0 1
Tabela 6: Postopek odStevanja 2.
3.
4,
5.
Rezultat sva preizkusili z odStevanjem dvojiskih
ulomkov:
3 1 5
4 8 8

Ugotovili sva, da je seStevanje in odStevanje dvojiskih Stevil celo lazje, kot seStevanje in

odstevanje decimalnih Stevil v desetiSkem sistemu, ker so v racunu samo 1 in 0.
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2.3. Mnozenje in deljenje dvojiskih Stevil z enotskimi ulomki

Pri mnoZenju in deljenju decimalnih Stevil v desetiSkem sistemu smo spoznali, da se pri
mnozenju oziroma deljenju z vrednostmi potenc Stevila 10 le premakne vejica v levo oziroma
desno smer. Zanimalo naju je, ali je temu tako tudi pri mnoZenju oziroma deljenju dvojiskih
decimalnih $tevil.

Ugotovili sva, da imajo v tem sistemu potence $tevila 2(10) tako vlogo. Torej se pri mnozenju
oziroma deljenju s potencami Stevila 2(10) vejica premakne v levo oziroma v desno smer, stevke

in njihov vrstni red se pa v rezultatu ne spremeni.

Oglejmo si naslednji primer mnozenja:

11
4 8 32
0,01 0,001, = 0,00001,
0, 0 1 0, 0 0 1
0 0 0 0
o 0 0 0 0
+ 0 0 0 0
+ 0 0 1
0 0 0 0 0 1

Tabela 7: Postopek mnoZenja 7 enotskim ulomkom

5
Produkt ima pet mest za vejico, kar pomeni, da je rezultat G) = %

Vsota Stevil Stevk za vejico obeh faktorjev nam pove koliko decimalk bo imel zmnozek, saj
velja za mnozenje takih enotskih ulomkov pravilo za mnozenje potenc z enako osnovo:

a*-a¥ =a**"y

y . . 1 oy : .
V naSem primeru je ta osnova a = 5V desetiSkem zapisu oziroma a = 0,1().

Tudi pri deljenju z enotskimi dvojiskimi ulomki sva opazovali podobno znacilnost.
Pri deljenju dvojiskih Stevil sva poskusili uporabiti nac¢in premikanja vejice, ki sva ga spoznali
pri decimalnih Stevilih v desetiSkem sistemu. Nato sva naredili preizkus z mnozenjem, da se

prepricava, ali je postopek pravilen tudi v dvojiSkem sistemu.
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Oglejmo si postopek deljenja na primeru 0,011,y : 0,15y = 0,113).

Postopek deljenja je bil sleded: 1. Prestavimo vejici za 1 mesto v desno.

2. Delimo z 1, kar pomeni, da prepiSemo
0, 0 11: 0 1 =

nastali deljenec.
0, 11: 1 =0 11

Tabela 8: Postopek deljenja 7 enotskim ulomkom

Z ra¢unom

w|w

1_3 T .
1o = svase prepricali, da je postopek pravilen.

24, Mnozenje v dvojiskem sistemu

V dvojiskem sistemu mnoZimo zelo podobno kot v desetiSkem. Edini problem nastane pri
seStevanju, ko zmnozimo vse Stevke. Tam se drzimo pravil, kot so pri seStevanju, Saj imamo v
dvojiskem sistemu samo Stevki 1 in 0.

Oglejmo si postopek na naslednjem primeru: 0,11z - 0,011, = 0,01001 ).

1. Vsako Stevko enega Stevila

0, 1 1 0, 0 1 1
0 0 0 pomnozimo z vsako Stevko drugega
= O 0 0 0
+ 0 1 1 Stevila
+ 0 1 1 _ .

0 0 1 2 1 2. ZmnoZena Stevila nato sestejemo.

+1 ve . ST

0 0 2 / 0 1 3. Prestejemo decimalke faktorjev in jih

0 0 +11 0 0 1 seStejemo. (V tem primeru: 2 + 3 =

5)

Tabela 9: Postopek mnoZenja dveh stevil s prehodom
4. Zmnozek ima nato toliko decimalk.

Tako vemo, kam postaviti vejico.

: . 33 9. . .9 11
Rezultat lahko preverimo z mnoZenjem ulomkov: 2 5= 3, 1N se prepricamo, da je ot

2.5. Deljenje v dvojiskem sistemu

V dvojiskem sistemu delimo tako, da najprej premaknemo vejico v obeh $tevilih in pridemo do

racuna, kjer delitelj nima ve¢ vejice. Nato vzamemo toliko Stevk deljenca, kolikor Stevk ima
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delitelj. Ce je delitelj sedaj ve&ji od deljenca zapisemo koli¢nik 0 in deljencu dodamo $e
naslednjo Stevko (ali Stevko 0), nato, ¢e je delitelj Se vedno vecji, zapiSemo 0 in ponovimo
postopek, ¢e pa je manjsi, napiSemo 1 in Stevili odStejemo, kot smo to ze prej. Ker imamo pri
koli¢niku na razpolago samo dve Stevki (0 in 1), nam ni treba razmisljati o poStevanki delitelja,
samo po velikosti moramo primerjati dve po dve Stevili. Ta postopek ponavljamo, dokler ne
pridemo do ostanka 0 ali do zeljene natancnosti (Stevila decimalk). V resnici je torej postopek
deljenja zelo podoben postopku odstevanja.

Ta postopek deljenja (z odStevanjem) sva si ogledali tudi na tezjem primeru

0,796875(10): 1,5(10y = 0,531254¢),

S y 5
z ulomki bi izgledal ta racun tako: 6—1 :

17
32°

3
2

Tudi v tem primeru je bilo zanimivo, da se deljenje ni zdelo veliko tezje od seStevanja ali

odstevanja decimalnih $tevil, pri desetiskih decimalnih Stevilih pa ni tako.

00 1. 1.0 0 1 1 : 1, 1 =
o 1, 1 00 1 1 : 1 1 =20,1 00 0 1
Vo l
0 } X 1. Najprej prestavimo vejico tako, da se ta
- 11 premakne na skrajni desni rob delitelja.
0 0 0 0 0 1
11 2. PrepiSemo toliko Stevk, kot jih ima delitelj in
=1 1
0 primerjamo vrednosti: ker je vrednost

Tabela 10: Postopek deljenja manjsa, zapiSemo h koli¢niku 0.

3. Dodamo $e eno Stevko pri deljencu.
4. Ker je sedaj vrednost ve€ja, zapiSemo 1 in
odstejemo delitelja.

5. Postopek ponovimo do ostanka 0.

Rezultat sva dobili pravzaprav samo z izvajanjem primerjanja dveh Stevil in odStevanjem:
0,110011(5 : 1,1z = 0,10001 .
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3. UPORABA DVOJISKIH ULOMKOV V VSAKDANJEM ZIVLJENJU

Med raziskovanjem sva opazili, da se dvojiski ulomki pojavljajo na razlicnih podroc¢jih
vsakdanjega Zivljenja.

Cas pogosto delimo na pol, npr. 30 min, na &etrt ( i ), kar pomeni 15 min in % , torej 45 min.
Tudi pescena ura, ki se je uporabljala v preteklosti za merjenje ¢asa, je bila razdeljena na pol.
V literaturi [3] sva zasledili, da so anglosaske mere za prostornino (galon v ZDA =
3,7854111784 L in galon v UK = 4,54609 L) oblikovane tako, da je vsaka enota za polovico

manjsa od predhodne:

e galon,
1

* 3 galona,
1

° - galona,

1 .
* 3 galona = pint,

. 11—6 galona = 1 skodelica,

1 :
° 5 galona = gill.

Slika 8: Delitev anglosaske mere za prostornino (Vir slike

131

V vsakdanjem zivljenju uporabljamo razli¢ne formate papirja. Standardne formate papirja [8]
dobimo tako, da format AO (1189 x 841mm) veckrat razpolovimo. Ce A0 razpolovimo enkrat,
dobimo A1, ¢e nadaljujemo z razpolavljanjem dobimo A2, A3 ... kot je to razvidno iz spodnje

slike 10.

A8
AG

.Y
A5

A2

Al

Slika 9: Delitev papirja (Vir slike: [9] )
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Ugotovili sva, da Stevilka poleg ¢rke A pomeni, kolikokrat je standardna velikost papirja AO bila
razpolovljena, da smo prisli so te velikosti.

Torej iz A0 dobimo 2* = 16 listov papirja velikosti A4, saj je list A4 ravno $estnajstina celotne
pole AOQ.

Najveckrat uporabljen papir A4 ima povrsino: % . % . % . % = 1—16 celotne pole AO. [8]

V digitalnih in racunalniskih sistemih so dvojiski ulomki kljuénega pomena, saj racunalniki
uporabljajo binarni sistem za predstavitev in obdelavo podatkov. Dvojiski ulomki omogocajo
predstavitev vrednosti med celimi Stevili, podobno kot decimalni ulomki v desetiSkem sistemu.
V dvojiskem sistemu so Stevke omejene na dve vrednosti: 0 in 1, ki predstavljata osnovni gradnik
za vse vrste podatkov v racunalniskih sistemih in sta bili v prvih racunalnikih oznaki za
vklopljena oziroma izklopljena stikala. Vsako Stevilo v binarnem sistemu je zapisano kot
zaporedje teh dveh vrednosti, pri ¢emer se vsak bit (kratica za "binary digit") uporablja za 0znako

stopnje potence Stevila 2.

Med pripravami na rac¢unalnisko tekmovanje Bober se je veckrat pojavila naloga, ki je temeljila
na bisekciji — iskanju z razpolavljanjem. To iskanje je zelo ucinkovito in hitro, temelji pa na

razpolavljanju Stevila podatkov. [10]

Ker sva obe glasbenici, bova predstavili Se dvojiske ulomke, ki se pojavijo v glasbeni umetnosti

za matemati¢nim pristopom in ustvarjanjem.

3.1. Povezava dvojiskih ulomkov in glasbene umetnosti

Ugotovili sva, da je taktovski nacin v glasbi definiran z ulomki, ki so dvojiski. Primeri tak$nih

zapisov so:
4/4 (StiriCetrtinski taktovski nacin)
%4 (tricetrtinski taktovski nacin)
2/4 (dvocetrtinski taktovski nacin)

6/8 (Sestosminski taktovski nacin)

Njw o]l SN DWW B

3/2 (tripolovinski taktovski nacin)
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Dvojiski ulomki se skrivajo v imenu in trajanju not (polovinka, ¢etrtinka, osminka, Sestnajstinka,
dvaintridesetinka ...). Stevec oznaluje $tevilo udarcev v taktu, imenovalec pa vrednost ene dobe
glede na osnovno noto. V naSem prvem primeru % taktu je Stevec 3 (trije udarci), imenovalec pa

4 (vsaka doba traja 1/4 note, torej eno Cetrtinko).

o d d &I

1.1..‘._"..1..1
2 & &5 N

Slika 10: Zapis not 7 oznako trajanja

Zanimivo pa je, da v glasbenem smislu ulomkov ne krajsamo. % in 6/8 taktovski nacin nista
enakovredni. V % taktovskem nacinu imamo namre¢ v 1 taktu 3 udarce, ki imajo vrednost ene
Cetrtinke, v 6/8 taktovskem nacinu pa imamo 2 udarca in so v enem udarcu 3 osminke. Torej

omenjena taktovska nacina dajeta drugacen ritmi¢ni obcutek.

Trajanje vsake note v taktu lahko izrazimo v matemati¢nem zapisu, v dvojiskih ulomkih:

Nota Zapis Cas v taktu Binarni zapis |

Celinka 1 Traja cel takt 1@

Polovinka 1 Traja pol takta 0,14,
2

Cetrtinka 1 Traja Cetrt takta 0,01,
4

Osminka 1 Traja osmino takta 0,001,
8

Sestnajstinka 1 Traja Sestnajstino takta 0,0001,,
16

Tabela 11: RazcClenitev zapisa not v matematicnem zapisu

Pesem z naslovom Veselo raziskovanje dvojiskih ulomkov avtorice Laure Hozjan bova ritmi¢no

in matemati¢no raz¢élenili.

Pesem se glasi:

Veselo raziskovanje dvojisSkih ulomkov

V imenovalcu potence Stevila dva,
se skriva ¢aroben svet brez dna.
Ulomki se red¢ijo — v neskoncnost hitijo.

V vsakdanjem Zivljenju povsod nas lovijo.
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Ustvarili sva naslednji ritmi¢ni vzorec v 4/4 taktu:

Besedilo po zlogih

‘ Nota

‘ Trajanje v ulomku

Binarni zapis

Vi- Cetrtinka 1 0,010
4
me-no dve osminki l N 1 _ E _ 1 0,001¢2)+ 0,001 2=
8 8 8 4 0,010= 0,01
val- Cetrtinka 1 0,01
4
cu po- dve osminki 1 4 1_2_1 0,001+ 0,001 2=
8 8 8 4 0,010¢= 0,013
Tabela 12: Prvi takt v binarnem zapisu in binarnih ulomkih
1 1 1 1 1 1
4 8 8 4 8 8
4 > > > > > >
41V i- me- no val- cu po-

Slika 11: Prvi takt v matemati¢nem zapisu

Slika 11 ponazarja prvi takt, ki predstavlja celoto in je razdeljen na §tiri etrtine. Stevec oznaduje

Stiri udarce v taktu, imenovalec pa vrednost ene dobe glede na osnovno noto. Prvi udarec

predstavlja Cetrtinko ("V i-"), v drugem udarcu sta dve osminki, zato se Cas razpolovi in

izgovorimo dva zloga ("me-no"), tretji udarec je Cetrtinka ("val-"), v Cetrtem udarcu imamo dve

osminki ("cu po-").

Besedilo po zlogih

Trajanje v ulomku

Binarni zapis

ten- Cetrtinka 1 0,01
4
ce Ste- osminka s piko + 3.1 4 1 0,00112)+ 0,00012)=
Sestnajstinka 6t 16 16" 2 0,01000= 0,01,
vi-la dve osminki 1 + 12 1 0,0012)+ 0,001 (2)=
8 8 8 4 0,010=0,01¢)
dva, Cetrtinka 1 0,01¢)
4
Tabela 13: Drugi takt v binarnem zapisu in binarnih ulomkih
1 3 1 1 1 1
4 16 16 8 8 4
é > »—> > >
4 | Ten- ce Ste  vi- la dva

Slika 12: Drugi takt v matemati¢nem zapisu

Drugi takt se zacne s Cetrtinko, torej je v prvem udarcu zlog "ten". Drugi udarec je dejansko

. e . . . . i 3 . .
razdeljen na Stiri dele, saj imamo osminko s piko, ki jo zapiSemo kot ¢ inSestnaj stinko ("ce

Ste-"). V glasbi namre¢ s piko podaljsamo dolzino note za polovico njenega trajanja (% + 1—16 =
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E)' Dva zloga "vi-la" v tretjem udarcu se izgovorita enakomerno z dvema osminkama. V

cetrtem udarcu imamo cetrtinko in en zlog "dva".

Nastale so zanimive delitve Se znotraj takta - daljice, ki ustvarjajo dinamiCen ritem.

Besedilo po zlogih Trajanje v ulomku Binarni zapis
se Cetrtinka 1 0,01¢)
4
skri-va Ca- Osminka + dve 11 1 4 0,0012)+ 0,0001(2)+ 0,0001 3
Sestnajstinki s 16716 16 =0,0100@= 0,0102)= 0,012,
2 1
8 4
ro-ben dve osminki 1 + 121 0,0012)+ 0,001(2)=0,010(2)=
8 8 8 4 0,010
svet brez dve osminki 1 n l E _ l 0,001¢2)+ 0,0012)=0,01002)=
8 8 8 4 0,01
Tabela 14: Tretji takt v binarnem zapisu in binarnih ulomkih
1 1 1 1 1 1 1 1
4 8 16 16 8 8 8
é > »—>—> > > > >
4 | se skri- va Ca- Tro- ben svet brez

Slika 13: Tretji takt v matematicnem zapisu

V sliki 13 je prikazana daljica, ki je po udarcih razdeljena na naslednje dele: Prvi udarec "se" je

. v 1 . . . . .1 . .
izrazen's - inse ne deli. Medtem ko se drugi udarec deli. Torej " razdelimo na tri neenake

. 1 " P 1 ., v e ey . .
dele, na osminko (5 ), to bo zlog "skri-" in na na dve = ("-va c¢a"). Tretji in Cetrti udarec se delita

le na polovico ¢etrtine in se izrazita z besedilom po zlogih "ro-ben svet brez".

Besedilo po zlogih | Nota " Trajanje v ulomku Binarni zapis
dna. osminka 1 0,001
8
U- osminka 1 0,001
8
lom-ki dve osminki 1 1 2 0,0012)+ 0,0012)= 0,011y
—4 —=—
8 8 8
se-red dve osminki 11 2 0,001(2)"‘ 0,001(2)2 0,01 1(2)
—4 —=—
8 8 8
-Ci-jo dve osminki 1 l _ E 0,001(2)"‘ 0,001(2): 0,01 1(2)
8 8 8

Tabela 15: Cetrti takt v binarnem zapisu in binarnih ulomkih

o0 [=—

o0 =
o0 |=—
o0 |=—
o0 |—
o0 |—

1 1
8 8
é > > >
4 | dna U- lom- ki se red- ¢i- jo |
Slika 14: Cetrti takt v matematicnem zapisu

v
v
v
v
v
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V Cetrtem taktu imamo na razpolago osem zlogov. Odlo¢ili sva se, da enakomerno razdeliva

besedilo med osmimi osminkami.

Besedilo po zlogih Trajanje v ulomku | Binarni zapis
Vv ne- osminka 1 0,001
8
skon-¢nost hi- tri osminke 11 1 3 0,0012)+ 0,0012+ 0,001 2y= 0,011
—toto==
8 8 8 8
ti-jo. dve osminki 1 1 2 1 0,0012)+ 0,0012)=0,01002)= 0,012
—t—=—=—
8 8 8 4
V vsak- Cetrtinka 1 0,01¢)
4
Tabela 16: Peti takt v binarnem zapisu in binarnih ulomkih
1 1 1 1 1 1 1
8 8 8 8 8 8 4
é > > > > > > >
4 | Vne- skon- ¢nost hi- i- jo V vsak-

Slika 15: Peti takt v matematicnem zapisu

Pri_komponiranju petega takta sva imeli sprva zapis v prvem zlogu %, kar ritmi¢no ni bilo
pravilno, saj je takt razdeljen na % in bi takt bil predolg za % To sva popravili tako, da sva prvi
zlog "v ne-" zamenjali % z % in tako ustvarili $e bolj teko¢ ritem, ki pohitri ritem besedila po

I . e . . .1 . . .
zlogih "v ne-skon-¢nost hi-ti-jo" z osminkami, torej o Zaradi matemati¢ne analize sva lahko

hitreje pravilno oblikovali takt, ki je ritmic¢en in skladen z matemati¢nimi zakonitostmi.

Besedilo po zlogih " Nota ‘ Trajanje v ulomku Binarni zapis

dan-jem dve osminki 1 + 12 1 0,0012)+ 0,001 (2)=
8 8 8 4 0,0102)=0,01¢)
ziv-lje- dve osminki l n l _ E _ 1 0,001¢2)+ 0,001 2=
8 8 8 4 0,0102)= 10,01
nju Cetrtinka 1 0,01
4
Cetrtinska pavza 1 0,01¢)
4
Tabela 17: Sesti takt v binarnem zapisu in binarnih ulomkih
1 1 1 1 1
8 8 8 8 4
ﬂ > > > > >
4 | dan- jem Ziv- lje- nju

Slika 16: Sesti takt v matematiénem zapisu
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V Sestem taktu je besedilo po zlogih "dan-jem ziv-lje-" razdeljeno na osminke, zlog "nju" pa

traja celoten udarec, torej i . Ker je na koncu takta Cetrtinska pavza, je pri zadnjem udarcu

tiSina.

Besedilo po zlogih ' Trajanje v ulomku Binarni zapis
pov- Cetrtinka 1 0,010
4
sod Cetrtinka 1 0,010
4
na- Cetrtinka s piko 1 1 3 0,01¢2)+ 0,001 2)=
1787 8 0,011¢)
s lo- osminka 1 0,001
8
Tabela 18: Sedmi takt v binarnem zapisu in binarnih ulomkih
1 1 3 1
4 4 8 8
4 > > b >
4 | pov- sod na- s lo- |

Slika 17: Sedmi takt v matemati¢nem zapisu

V sedmem taktu sva ritem malo upocasnili. Pri zlogu "na-" sva se spet odlo¢ili za Cetrtinko s

piko. S tem sva nakazali tudi, da se pesem pocasi koncuje.

Besedilo po zlogih ‘ Nota Trajanje v ulomku Binarni zapis
vi-jo dve osminki 1 n l _ E _ 1 0,0012)+ 0,001 2)=0,01002)=
8 8 8 4 0,01
Cetrtinska pavza 1 0,01¢)
4
Cetrtinska pavza 1 0,01¢)
4
Cetrtinska pavza 1 0,01¢)
4

Tabela 19: Osmi takt v binarnem zapisu in binarnih ulomkih

1 1
8 8

v
\ 4

4
4

vi- jo

Slika 18: Osmi takt v matemati¢nem zapisu
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V zadnjem (8.) taktu sta zapisana dva zloga "vi-jo" izrazena z dvema % prikazana z dvema
daljicama s pusc¢ico enakih dolzin. V zadnjih treh udarcih takta je pavza, zato je ta daljica z

e en 3 . .. vy
razdelitvijo na " prikazana brez daljic s puscico.
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ZAKLJUCEK

Pri raziskovanju sva bolje spoznali dvojiske ulomke in dvojiski sistem zapisovanja ulomkov.
Odkrili sva zanimive vzorce, Ki sva jih tudi grafi¢no upodobili. Dvojiski sistem sva primerjali z
desetiskim in ugotovili, kako se pretvarja iz desetiSkega sistema v dvojiski in obratno. Ugotovili
sva, da se nekateri zapisi pri pretvorbi ne dokoncajo, ustvarijo se periodi¢ne ponovitve. Raziskali
sva, kako se v tem sistemu seSteva, odSteva, mnozi in deli.

So pa dvojiski ulomki zanimivo strukturirani in predstavljajo temelj ali standard za marsikatere
sisteme in podro¢ja v vsakdanjem zivljenju. Njihova prisotnost v merjenju casa, glasbi,
tekocinah, papirju, ra¢unalniStvu in drugih podro¢jih kaze, da je binarna delitev naravna in
prakti¢na za organizacijo in merjenje podatkov. Ze Egip&ani so imeli zanimiv zapis za ulomke.
Njihov zapis naju spominja na noto, kar je zanimivo pri matemati¢ni analizi. Bolj podrobno sva
raziskali pomen dvojiskih ulomkov v glasbi in matemati¢no analizirali pesem, ki sva jo napisali.
Z matemati¢nim znanjem lahko ucinkoviteje in pravilno sestaviva ritem. S tem znanjem lahko
matematiko priblizava sovrstnikom na zabaven nacin, saj smo lahko z uporabo znanja o
dvojiskih ulomkih zelo kreativni. Raziskava potrjuje, da so razlicni zapisi dvojiskih in drugih
ulomkov zelo koristni tudi za razumevanje, urejenost in standardizacijo razli¢nih podrocij, kar
vodi v Kkreativnost, hitrejso, u¢inkovitejso, prakti¢no uporabo, hkrati pa nas vodi k nadaljnjim
raziskavam in razvoju.

Ugotovitve: Dvojiski in desetiski ulomki se v marsi¢em razlikujejo. Racunske operacije v
dvojiskem sistemu sva skozi raziskovanje bolje spoznali, kar nama je pomagalo pri razumevanju
njihove uporabe. V vsakdanjem Zivljenju je uporabno poznavanje tako enih kot tudi drugih. S
poznavanjem dvojiskih ulomkov in dvojiSkega sistema sva poglobili tudi svoje znanje o
desetiskem sistemu. Pri raziskovanju povezave z glasbo sva uporabili kreativnost in matemati¢na
znanja pri ritmi¢nem sestavljanju pesmi, svoje znanje o dvojiskih ulomkih sva tudi tu s pridom

uporabljali.
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