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Povzetek

Osnovni cilj naloge je raziskati, ali lahko trikotnik razreSimo brez obicajnih kotnih funkcij. V
nalogi smo pokazali, da lahko.

Kot mero kota med premicama smo vpeljali koli¢ino "stezZaj", ki se izraza s koeficienti enacb
premic, podanih v implicitni obliki. Trikotnikove kote podamo z ustreznimi stezaji med
nosilkami stranic. Namesto dolZin stranic uporabljamo kvadrate njihovih dolzin, ki jih
poimenujemo "kvadratnice". S kvadratnicami in steZaji izpeljemo ekvivalentne izreke in
formule, kot jih poznamo v obicajni trigonometriji: zvezo med koti v trikotniku, Pitagorov,
sinusni in kosinusni izrek, Heronovo formulo ter pogoje pravokotnosti in vzporednosti premic.
Ta pristop imenujemo "racionalna trigonometrija". ReSimo tipi¢ne primere nalog z obicajno
in racionalno trigonometrijo. S tem naredimo primerjavo med obema pristopoma in na osnovi
reSenih primerov ocenimo prednosti in slabosti enega in drugega. Osredoto¢imo se na
primere iz gimnazijske geometrije.

Kljuéne besede: racionalna trigonometrija, razresevanje trikotnika, trigonometrija, trikotnik

Abstract

The main goal of the thesis is to research whether a triangle can be solved without the usual
angle functions. In the thesis we proved that it can be done.

The amount ‘spread’ is introduced as a measure of the angle between the lines. It is expressed
by the coefficients of the equations of the lines given in the implicit form. The angles of the
triangles are given with the suitable spreads between the side holders. Instead of the lengths
of the sides, the squares of their lengths are used, which we call ‘quadrances’. Using
guadrances and spreads we derive the equivalent theorems and formulas known in the
conventional trigonometry: the relationship between the anglesin a triangle, the Pythagorean
theorem, the sine and cosine theorem, Heron's formula and the conditions of perpendicularity
and parallelism of lines. This approach is called ‘rational trigonometry’. We solve typical
examples of tasks with the conventional and the rational trigonometry. Thus, a comparison is
made between the two approaches and based on the solved cases, we identify the advantages
and the disadvantages of each. Examples from secondary school geometry are mainly taken
into consideration.

Key words: rational trigonometry, solving a triangle, triangles, trigonometry

Vi
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1. Uvod

1.1. Merjenje kotov

Obicajni nacini merjenja kotov so s stopinjami, radiani in gradi.

Enota za merjenje kotov 1 loéna stopinja ali 1° je enaka velikosti kota, ki je enak ﬁ polnega

kota. Tako meri iztegnjeni kot 180°, pravi kot (to je kot, ki je enak svojemu sokotu) pa 90°.
Zakaj se polni kot (to je krozni lok) razdeli na 360 enakih delov? Razlogov je vec. Babilonci so
uporabljali Sestdesetiski Stevilski sistem skoraj gotovo zato, ker ima Stevilo 60 veliko deliteljev
(najve¢ med stevili do 100). Ker je 6 - 60 = 360, ima tudi Stevilo 360 veliko deliteljev, pa 1/360
polnega kota je primerno velik kot za enoto. Poleg tega je Stevilo 360 priblizno enako 365, kar
je Stevilo dni v letu. Skratka, merjenje kotov s stopinjami se je od Babiloncev razsirilo po vsem
svetu in je v veljavi Se danes.

V matematiki pa za merjenje kotov najpogosteje uporabljamo radiane. En radian je kot, ki mu
pripada krozni lok z dolZzino enega polmera kroznice. Polni kot meri 27 radianov, iztegnjeni

. . T .
radianov, pravi kot pa 3 radianov.

Za merjenje kotov se uporablja tudi enota, ki jo imenujemo grad. En grad je enak 1/400
polnega kota, kar pomeni, da je pravi kot velik 100 gradov. Uporablja se v nekaterih tehnicnih
in inZzenirskih panogah.

1.2. Obicajna trigonometrija

Trigonometrija je podrocje matematike, ki se ukvarja s Studijem razmerij med stranicami in
koti v trikotniku. Osnova trigonometrije so razmerja v pravokotnem trikotniku, kar se z izreki
razSiri na poljubne trikotnike in druge like. S poznavanjem zvez med stranicami in koti lahko
ob dolo¢enem Stevilu primerno izbranih podatkov, ki dolocajo trikotnik, razreSimo trikotnik.
To pomeni, da izraCunamo ostale stranice in kote. Trigonometrija zajema tudi proucevanje
kotnih funkcij sinus, kosinus, tanges in kotanges (to je funkcij, kjer je neodvisna spremenljivka
velikost kota). Te funkcije opisujejo pojave, ki se periodi¢no ponavljajo.
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1.2.1. Kotne funkcije v pravokotnem trikotniku

Vsi pravokotni trikotniki z danim enim ostrim kotom so med seboj podobni. V podobnih
trikotnikih so razmerja med dolZzinami stranic konstantna in odvisna le od velikosti kota.
Obicajno opisSemo Stiri razmerja med stranicami, ki jih poimenujemo sinus, kosinus, tangens
in kotangens (Slika 1).

Slika 1: Pravokotni trikotnik

) nasprotna kateta a
sina = - = —
hipotenuza c

prileina kateta b
cosa = - =—
hipotenuza c

nasprotna kateta a
tana = — =
prilezina kateta

cota = =

b
prilezna kateta b
nasprotna kateta a

Med kotnimi funkcijami v pravokotnem trikotniku velja nekaj zvez, na primer:

sina = cos(90° — a) = cosf

1
tana

cota =

sin?a + cos?a =1

Vrednosti kotnih funkcij v pravokotnem trikotniku se izraéuna vnaprej, da jih lahko
uporabljamo pri razre$evanju trikotnika. Nekdaj so bile zapisane v tabelah?, danes so dostopne

! Leta 1793 jeJurijVegaizdalLogarithmisch-trigonometrisches Handbuch

Glej https://www.dlib.si/stream/URN:NBN:SI:DOC-JQJ8RAAE/7d7cb361-fc2a-4151-93c4-7e5a712aa651/PDF
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na Zepnih racunalih in racunalnikih. Znane so Vegove tablice, ki jih je sestavil slovenski
matematik Jurij Vega (glej Sliko 2).
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Slika 2: Stran iz knjige Jurija Vege Logaritmisch-trigonometriches Handbuch
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1.2.2. RazreSevanje poljubnih trikotnikov

Za razreSevanje poljubnega trokotnika (Slika 3) so naslednje tri zveze oziroma izreki
najpogosteje uporabljeni:

Slika 3: Splosni trikotnik
Zveza med koti v trikotniku:
a+p+y=180°

Kosinusni izrek:

a’? = b%* + c? —2bccos a

b? = a? + ¢ — 2accos

¢ =a*+ b?> —2abcosy
Sinusni izrek:

a b c

sina  sinf  siny
1.2.3. Kot med premicama

Dani sta premici: y = k;x + ny, ¥y = k,x + n,. Ostri kot med njima izracunamo po formuli

k; — k4
tana = |

1+ kyk;
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1.2.4. Ploscina trikotnika

Ploscino trikotnika izracunamo po naslednjih osnovnih formulah:

. . . iy . av bv cv
a) dana je stranica in viina nanjo: S = 2“ = Tb = TC

. ... .. b-c'sina a-c'sin a-b-sin
b) dani sta stranici in kot med njima: § = —— = — B _ - 4

a+b+c
2

c) dane so vse tri stranice: S = \/s(s —a)(s—b)(s—c), kijerjes = . Ta

formula se imenuje Heronova formula.

1.3. Cilji naloge

V nalogi smo si zastavili tri cilje:

1. cilj: Preuciti koncept razreSevanja trikotnikov brez uporabe obicajnih kotnih funkcij.
Koncept se imenuje pristop racionalne trigonometrije.
cilj: Dokazati, da s konceptom racionalne trigonometrije lahko razresimo trikotnik.

3. cilj: Narediti primerjavo razresevanja trikotnika po obeh konceptih.

1.4. Metode dela

Pri izdelavi raziskovalne naloge smo uporabiljali:

- metodo dela po strokovni literaturi in internetnih virih,
- matematicno sklepanje in dokazovanje.

Za reSevanje enacb smo uporabljali program WolframAlpha, ki je prosto dostopen na povezavi
https://www.wolframalpha.com/input?i2d=true&i=xx%3D6, za poenostavljanje dolgih

izrazov pa program Derive 6.


https://www.wolframalpha.com/input?i2d=true&i=xx%3D6
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1.5. Nekaj osnovnih zvez in formul

V postopku izpeljevanja formul in dokazovanju izrekov bomo veckrat uporabili nekatere zveze,
ki jih navajamo ali dokaZzemo vnaprej.

Enakost 1: Za vsa realna Stevila x, y, z velja zveza

dxy—(x+y—2z)>2=(x+y+2)?—-2(x*+y%+z?) (1)
Dokaz:

4xy — (x+y—2z)*% =
=4xy — (x? + y% + 22 + 2xy — 2xz — 2yz) =
=x2+y?2+ 224 2xy + 2xz + 2yz — 2x? — 2y%? — 2z% =
=(x+y+2)?-2(x%+y%+2?) qed

Opomba: Wildberger (Wildberger, 2005, 27) imenuje to zvezo Fibonaccijeva identiteta.
Enakost 2: Za vsa realna Stevila x, y, z velja zveza
1 = y2) (3 —x1) — (1 —y3)(xz —x1) = (1 —y3) (x5 —x2) — (2 —¥3) (x5 — x1)  (2)

Dokaz: Razvijemo izraza na obeh straneh in ugotovimo, da sta obe enaka izrazu:

X1Y2 — X1Y3 — X2Y1 T X2¥3 + X3Y1 — X3)> ged

Enakost 3: Za vsa realna Stevila x, y, u, v velja zveza
(xv — yu)? + (xy + uv)? = (x? + u?)(y? + v?) (3)

Dokaz: Izracunamo levo in desno stran in dobimo enaka izraza.

Plos¢ina trikotnika ABC-.

Naj bodo tocke A(xy,v,), B(x,,y,) in C(x3,y3) v ravnini oglis¢a trikotnika ABC. Plos¢ina
trikotnika ABC je enaka
Xy — X - _
R _ L2 _ 1 , kjer je o orientacija trikotnika +1. Orientacija +1 je v primeru,
21X3 —=X1 Y3 — W1
ko je orientacija pozitivna, —1 pa v primeru negativne orientacije.

2V nalogi bomo trikotnik oznaéevali z oznako ABC.
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Plos¢ina trikotnika ABC je torej enaka absolutni vrednosti izraza:

: (4)

_ 1|x2—x1 3’2_3’1|
21X3—=X1 Y3 — N1

Pogoj kolinearnosti treh tock v ravnini

Ploscina trikotnika je enaka 0 natanko takrat, ko so tocke 4, B, C kolinearne:

X2 = X1 Y2 = Y1| _
X3—X1 Y3— W

(2 =2 )(y3 —y1) —(x3 —x)(y2 —y1) =0

X1Y2 — X1Y3 — X2¥1 + X3¥3 + X3y1 — X3y, =0 (5)

Enacba premice skozi to¢ki A(xy,y,) in B(x,,y,) je

X2 =X Y2— 0 -0

det X=X, Y=l

b —y2)x + (xy = x)y + x5, — x5, =0 (6)

Pogoj pravokotnosti in pogoj vzporednosti premic

Naj bosta dani premici l;: a;x + by +¢; =0inl,: a,x + b,y + ¢, =0.
Premici l; in [, sta vzporedni natanko tedaj, ko velja: a;b, — a,b; = 0.
Premici [, in [, sta pravokotni natanko tedaj, ko velja: a;a, + b;b, = 0.

Pogoj vzporednosti sledi iz dejstva, da sta premici vzporedni, ko imata enaka smerna

koeficienta, pogoj pravokotnosti pa iz dejstva, da velja za njuna smerna koeficienta zveza k, =
1

ky
Izpeljava pogoja pravokotnosti:

Naj bodo nekolinearne tocke 4, B in C v ravnini podane s koordinatami: A(xq, Y1), B(x3,¥>)
in C(x3,y3).

Premico skozi tocki A in C oznaimoz l;: (y; — y3)x + (X3 —x)y + x1¥3 —x3y, =0
premico skozi to¢ki B in C pazly: (y3 —y,)x + (X3 — x3)y + X3V, — x93 =0

Potem sta smerna koeficienta enaka:



RazreSevanje trikotnika brez uporabe Rotnih funkcij

ky =22 ink, =272 |7 2zveze k, = —— dobimo:
X3—X1 X3—Xo k1
V3 — Y2 _ X3 T X
X3 — X V3 — V1
pogoj pravokotnosti V3 —y2)(y3 —y1) + (x3 —x3)(x3—x,) =0 (7)

Pogoj vzporednosti a, b, — a,b; = 0 pa je, zapisan s koordinatami:

V1 —y3)(xz—x3) — (3 —y2)(x3—x1) =0 (8)

2. Trigonometrija brez transcedentnih funkcij

2.1. Kvadratnica

Definicija: V ravnini sta dani tocki A(xq,y1), B(x3,y2). Kvadratnica Q45 je Stevilo
Qup = (x, — x1)? + (y, — y1)?. Kvadratnica je enaka plos¢ini kvadrata s stranico AB (glej
Sliko 4).

Bz, y2)

1 A(l’h y1)

0 1 2 3 4 5 g 1 8 9

Slika 4: K definiciji kvadratnice

Ce daljico AB razdelimo na k enakih delov, potem velja a = kx in a? = k?x?

Za del kvadratnice velja: Qa = %
k
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2.2, Pogoj kolinearnosti treh tock v ravnini

Trditev 1: Tocke A4, B in C v ravnini so kolinearne natanko takrat, ko velja zveza:

(Qu+ Qs+ Q)% =2(Q."+ Q> +Q.5), (9)

kjerso Q4 Qp, Q. kvadratnice nad stranicamia = BC, b = AC in c = AB:

Q. = Q(B,C), @y = Q(4,0), Q. = Q(A, B) (glej Sliko 5).

Dokaz:

Naj bodo toéke A, B in C v ravnini podane s koordinatami: A(xy,y;), B(x3,v,) in C(x3,v3).
Kvadratnice stranic v trikotniku ABC so:

Qa = (x3 —x2)* + (¥3 — ¥2)?

Q= (3 —x)* + (y3 —31)?

Qe = (X2 —x1)* + (y2 —y1)?

Qan
QBc

C

Slika 5: K izpeljavi pogoja kolinearnosti tock A, B in C

Izrac¢unajmo in poenostavimo:
(Qa + Q@ +Q)* = 2(Q° + Q% +Q.%) =
= 4(X1Y, — X1Y3 — X1 + XpY3 + X3yt — X3Y,)% =

_ lixa—x1 y2—n 2_ 2
=4 (§|x3—x1 Y3_Y1|) =45
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lzraz X1y, — X1V3 — X3¥1 + X33 + X3Y1 — X3V, je enak determinanti |x2 e 2Th
1Y2 13 2Y1 T X2Y3 3Y1 — X3)2 X3—X1 Y3 —Vil'
Kot vemo, je vrednost te determinante enaka dvakratniku ploscine trikotnika ABC.

Ploscina trikotnika pa je enaka 0, ko so tocke A, B in C kolinearne. Trditev je s tem dokazana v
obe smeri.

Ker velja identiteta (1): (x + v + 2)?2 — 2(x? + y? + z%) = 4xy — (x + y — 2)?,
so tocke A, B in C v ravnini kolinearne natanko takrat, ko velja zveza:

(Qa+ Qb — Q)% =4Q,Qs, (10)

2.3. Pitagorov izrek
Trditev 2: Trikotnik ABC je pravokoten (s pravim kotom pri oglis¢u C) natanko takrat, ko je
Q.+ Qp=0Q, (11)

Dokaz: Naj nekolinearne tocke A, B in C v ravnini, ki so podane s koordinatami: A(xy,Yy1),
B(x,,v,) in C(x3,y3), dolocajo trikotnik ABC (glej Sliko 6).

Slika 6: K izpeljavi Pitagorovega izreka
Kvadratnice stranic v trikotniku ABC so:
Qa = (x3 = x2)* + (y3 — ¥2)*
Q= (x3 = x)% + (3 —¥1)?

Qc = (X2 —x1)* + (2 — ¥1)?
10
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Izraéunajmo Q, + Q, — Q, =

= ((x3 = %)% + (¥3 = ¥2)) + ((x3 = x1)* + (V3 = y1)?) + ((x2 —x1)* + (2 —y1)?) =

=2((y3 = y2)(r3 = y1) + (x3 — x2) (x3 — x1))

V oklepaju zadnjega izraza smo dobili pogoj pravokotnosti (7). Torej je
Qs + Qp — Q. = 0 natanko takrat, ko sta daljici AC in BC pravokotni oziroma

Q.+0Q, =0,

natanko takrat, ko je trikotnik ABC pravokoten (s pravim kotom pri oglis¢u C) (glej Sliko 7).

@

Slika 7: Pitagorov izrek

11
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2.4. Stezaj

Za merjenje kotov uporabljamo stopinje, radiane ali grade. V nadaljevanju bomo kot opisali na
drugacen nacin, kot smo ga vajeni iz obicajne trigonometrije. (Prav tam, 73)

2.4.1. Definicija stezaja

Definicija: Dani sta premici L:aix+b;y+c¢; =0in Ly:ax + b,y +c, =
0; a4, a,, by, b, # 0 (Slika 8). SteZzaj med premicama l;in [, je Stevilo

_(aby—azhy)?
(a?+b%)(ad+b3)

s(ly,1p) = (12)
Iz definicije sledi, da je s(l;,1,) = 0. Zaradi simetri¢nosti formule (12) je s(l,1,) = s(l,, ;).
Vrednost stezaja med premicama se ne spremeni, ko za enacbo premice izberemo
ekvivalentno enacbo, saj so potem vsi koeficienti sorazmerni. Faktor sorazmernosti pa se v
enacbi (12) okrajsa.

Sekajoci se premici dolocata dva para skladnih kotov. Vsi koti imajo enak stezaj ne glede na to
ali so ostri ali topi. Kadar je kot merjen stezajem, oznacimo s tanko ravno crtico (v obicajni
trigonometriji nariSemo majhen lok) (glej Sliko 8).

Slika 8: K izpeljavi steZaja med premicama
Primer 1:
Premici [, in [, imata enacbi:l;: —0,8x + 0,7y + 1 =0inl,: 4,7x + 2y +1 = 0.

(arby—azbq)?
(a}+b%)(a3+b3)

Tedajjes(ly, 1) =s = ~0,81108.

Slika 9 prikazuje primer izra¢una stezaja med premicama. Animacijo smo naredili v programu
Geogebra z drsniki.

12
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~

N A =2o L
~

-0 00 oL
L [T T I T 1|

-

A

i -0.8x + 0.7y = -1
L:4.7x+2y =-1.1
stezaj = 0.81108

Premica I1

niz1 = “Premica I_1” -
niz2 = “Premica I_2” b=07
v @ v
c=1
' @ '
i 3 4 ] 7 8
=1 -
Premica |,
d=47
®
e=2
&

—
n

-

=

Slika 9: Animacija racunanja steZaja med premicama v programu Geogebra

Primer 2: Premici [, in [, sta vzporedni. Stezaj= 0

. x s C b . . .
Primer 3: Ce sta premici [, in [, pravokotni, velja % = — a—l Od tu dobimo zvezi: a, = —kb; in
2 1

b, = kay, kjer je k nenicelno realno Stevilo. IzraCunajmo:

(a1b; —azby)* (kaf + kb})?

l,,l,) = =
sb) = @2+ 0D~ (@ + bD) (K2l + k7DD

Ce sta premici pravokotni, je stezaj med njima enak 1.

Primerd: y = 0 iny = x Steiajz%

2.4.2. Pravokotni trikotnik

V tem razdelku bomo definicijo steZaja, ki ga dolocata sekajoci se premici (glej formulo (12))
povezali z merjenjem kota v pravokotnem trikotniku.

Definicija: SteZaj kota pri oglis¢u A v pravokotnem trikotniku (glej Sliko 10) je enak steZaju
med nosilkama stranic AC in AB.

Dokazali bomo, da se steZaja ostrih kotov v pravokotnem trikotniku izrazata kar s
kvadratnicami: s4 = % insg = %.

c c

13
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Trditev 3: Dan je pravokotni trikotnik ABC s pravim kotom pri oglis¢u C in kvadratnicami
Q4 Qp in Q. (glej Sliko 10). Stezaj pri ogliscu A je enak

sp=2 (13)

Qa

|

Slika 10: K izpeljavi steZaja v pravokotnem trikotniku

Dokaz: Naj bodo to¢ke A(x;,y), B(x5,v,) in C(x3,y3) oglis¢a trikotnika ABC .
Kvadratnice so enake:

Qa = (X3 —x2)* + (¥3 — ¥2)?

Q= (3 —x)* + (y3 —31)?

Qc = (xz = x1)* + (2 — 1)?

Enacba premice skozi tocki A in B je:

X2 =Xy, Y2— )

det X—x; y—y =

0

L —y2)x+ (g —x)y + %1y, — %251 = 0
Podobno dobimo Se enacbi drugih dveh premic:
Enacba premice skozi tocki Ain C je: ly: (y; —y3)x + (x3 — x1)y + X135 — x3y; = 0,
enacba premice skozi tocki B in C pa: I5(y, — y3)x + (x5 — x3)y + x,¥3 — X3y, = 0.

(a1bz—azbq)?

Koeficiente enacb premic [, in [, vstavimo v formulo:  s(l4,1,) = (@250 (@B bD)

in dobimo:
(1 = y2) (3 —x1) — (1 — y3) (x5 — x1))?
((y1 = ¥2)% + (xz = x)2)((y1 — ¥3)% + (x5 — x1)?)

SA = S(lli lz) =

14
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V imenovalcu smo dobili izraz, ki je enak produktu Q. - @,,. Cilj dokaza je s, = g—“. Ta koli¢nik

razSirimos Qp na s, = %. Pokazati moramo torej, da je dobljeni Stevec enak produktu @, -
c'¢b

Qp. Izracunajmo razliko:
((3’1 —y2) (3 —x1) — (1 —y3)(x, — x1))2 —Qu " Qp =

= ((3’1 —y2)(x3 —x1) = (y1 — ¥3)(xp — xl))z -

—((x3 = x2)% + (y3 — v2)H) (x5 — x1)? + (y3 — y1)?) # 0. Pri izraCunu smo si pomagali s
programom Derive 6.

Torej produkt Q, - Qp ni enak Stevcu. Na osnovi Wilderbergove ideje (Prav tam, 77) in s
pomocjo identitete 2 preoblikujemo izraz

1 —y2) (3 —x1) — (1 —y3) (e — x1) = (1 — ¥3) (03 — x3) — (v, — y3) (%3 — x1)

2
Toda tudi ((y1 —y3) (x5 — x3) — (y, —y3) (x5 — xl)) ni enak produktu Q, - Q,.

Uporabimo Se eno Wildbergovo idejo (Prav tam, 77) in sicer upostevamo, da sta premici [, in
l; pravokotni.

Pogoj pravokotnosti teh dveh premicje (y; — y,)(y3 — y1) + (x5 — x5) (x5 — x;) = 0.
. . 2
Tako dobimo, daje  ((y; — ¥3)(x3 — x3) — (v, —¥3)(x3 — x1))" +0 =

= ((}’1 —y3)(x3 —x3) — (¥, — y3)(x3 — x1))2 + (()’3 —v2)(ys —y1) +

2
(23 — x2) (o3 — xl)) .
Ko uporabimo Se enakost 3, dobimo, da je ta rezultat enak Q, - Q.

_ QaQp _ ﬁ

Potegnemo Se koncni sklep: s, = ===
g P54 = %c0r ~ 0.

To razmerje imenujemo steZajno razmerje. Toda ker sta vrednosti stezaja (mere za kot) in
steZajnega razmerja enaki, imenujemo obe kolicini kar steZaj.

Pois¢imo Se zvezo med stezajema obeh ostrih kotov v pravokotnem trikotniku:

0 @ QutQ Q

SA+SB__ -_— = =1

Q. Q. Q. Q.

15
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POVEZAVA Z OBICAJNO TRIGONOMETRIJO

Iz uporabe definicije stezaja med premicama v pravokotnem trikotniku izhaja:

5 = Qa _a* _ (g)z = (sina)?

Q. ¢z \c
b2 (b\?
SB:g_l:=c_2=(E> = (sinp)?

Zvezo s, + sp = 1 lahko potrdimo tudi z obi¢ajno trigonometrijo, saj je v pravokotnem
trikotniku sin B = cosa: s, + sp = (sina)? + (sin f)? = (sina)? + (cosa)? = 1.

2.4.3. Tabela nekaterih kotov

V Tabeli 1 smo prikazali nekaj vrednosti v stopinjah, radianih in stezZajih za kote
0°,159,30°,45% 60°, 75° in 90°. Vrednosti za stopinje med 1° in 90° so prikazane v prilogi.

Stopinje Radiani Stezaji
0 0 0
15 m 1
13 ~0,26178 72— V3)~0,06699
30 T 1
< ~0,52356 2
a5 T 1
7 ~0,78540 >
60 T 3
3 ~1,04712 2
5m 1
75 T ~1,30810 22+ V3)~0,93301
Y3
30 > ~1,60570 1

Tabela 1: Velikosti nekaterih kotov v stopinjah, radianih in steZajih

16
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2.4.4. Stezajomer

Idejo za izdelavo pripomocka za merjenje stezajev smo povzeli iz ¢lanka A Rational Approach
to Trigonometry (Wildberger, 2007, 6). Najprej dokazimo osnovno zvezo, ki omogoca izdelavo
»kotomera« za merjenje stezajev.

Uoo
0.5
0.45
04
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Slika 11: K izpeljavi meritve steZajev
Trditev 4: DolzZina daljice Kl je enaka stezaju kota a (glej Sliko 11).

Dokaz: Enatba premice AG je enaka y = (tana)x, enatba kroZnice s sredid¢em B in

vvvvv

(x — %)2 + ((tana) x)? = %

x?—x+ (tana)?x2 =0

x(—=1+x+ (tana)?x) =0

N

—1+4+x+ (tana)?x =0
1
x_1+(tana)2
x=(cosa)’=c
s=1-c=|KI|

Na osnovi gornje trditve smo izdelali »kotomer« za merjenje kotov v stezajih. Imenovali smo
ga stezajomer (Slika 12). Skalo za razbiranje vrednosti stezajev smo oznacili od desne proti
levi.

Stezajomer postavimo tako, da spodnji rob (daljica od 0 do 1) sovpada z enim izmed krakov

vvvvv

17
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kota poiséemo pravokotnico na daljico 01. Razdalja od tocke 0 do nozisca te daljice je steZaj
danega kota. StezZaj torej od¢itamo od desne proti levi.

15"
&Nl // \\ an
A% 307
o ]
/
/
/
75 // 150
/
/ ///
/ // \
/ ERESd Eacan
e pesdeE \
/ //
//
L~ =T
L]
100 095 090 085 080 075 o070 065 060 055 050 045 040 035 030 0725 0,2 0,15 0,1 0,05 0

Slika 12: SteZajomer

Izdelali smo nekaj steZzajomerov tako, da smo stezajomer s Slike 12 natisnili na prozorno folijo.
Na Sliki 13 je prikaz merjenja steZaja s steZzajomerom v trikotniku. Merjenje poteka tako, da
levo spodnjo tocko 1 na steZajomeru postavimo v vrh kota in spodnji rob steZajomera
poravnamo s prvim krakom kota. Nato pogledamo, v kateri tocki seka polkroZnica drugi krak
kota. To tocko pravokotno projiciramo na spodnji krak in od¢itamo vrednost od desne proti
levi.

Slika 13: Merjenje steZaja v trikotniku ABC: s4,~0,43

18
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2.4.5. Ostri in topi koti

Kot je pravi kot, e je enak svojemu sokotu.

Kot je oster, Ce njegova velikost ne presega pravega kota. V trikotniku je kot top, e je vedji ali
enak od pravega kota in manjsi od iztegnjenega kota.

Definicija: Trikotnik je ostrokotni, Ce so vsi njegovi notranji koti ostri.
V trikotniku ABC velja:

Trikotnik ABC je ostrokotni, e velja: Q, + Q, = Q., Q4 + Q. = Qp, Qp + Q. = Q4.

Slika 14: Oster in top kot oznacimo dodatno

Sekajoci se premici (nepravokotni) dolo¢ata dva razli¢na kota. Ce merimo kota s stopinjami,
potem ju razlikujemo glede na vrednost stopinj. Ce pa doloéamo kot s steZaji, imata oba
razlicna kota pri sekajoCih se premicah enak steZaj. Ko je v problemu pomembno, ali gre za
oster ali top kot, to oznacimo posebej z dodatnima oznakama takole: s(0) za oster kot in s(t),
ko gre za topi kot (glej Sliko 14). Podobno je tudi v trikotniku. Tam zapiSemo na primer: s4(0)
Ce gre za oster kot in sg(t) za topi kot. Sicer pa moramo v primeru vec resitev preveriti, ali pri
vseh resitvah trikotnik dejansko obstaja in dolocene reSitve zavrniti. Podobno je tudi v
konceptu obicajne trigonometrije.
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2.4.6. Kostezaj

Dani sta premici l;:a4x + by + ¢4 =0inl,a,x + b,y + ¢, =0; aq,a,, by, b, #0.

Definicija: KosteZaj med premicama [;in [, je Stevilo

_ (ajaz+b1by)?
o bo) = Gz naged

Izrek: Med stezajem in kostezajem premic L,in [, velja zveza

s(ly, 1) +c(ly, ;) =1

Dokaz:

(a1bz—azbq)? (araz+biby)? =1 d
24p2 2, p2 24p2 24 p2 - - qe
(ai+bi)(az+b3) (ai+b7)(az+b3)

Posledica: V pravokotnem trikotniku je ¢, = %

c

Dokazicy=1—s,=1—-8=2%% _%
Qc Qc Qc

POVEZAVA Z OBICAJNO TRIGONOMETRIO

Iz definicije kosteZaja v pravokotnem trikotniku izhaja:

_ % _ b_z = (9>2 = (cosa)?

C, = =
AQC c? c

—&—a—zz (E) = (cosB)?

Cpn = =
P, c?

(14)

(15)

Zveza s(l3,1,) + c(ly,1;) =1 v racionalni trigonometriji je enakovredna zvezi (sina)? +

(cosa)? = 1 v obicajni trigonometriji.

20
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2.4.7. Tanzaj

Definicija: Naj bosta dani nepravokotni premici l;: a;x + by + ¢, =0 in Ly a,x + by +
¢, = 0 (glej Sliko 15). TanZaj med premicama [; in [, je Stevilo

t(ly, 1) = Gabe=tzbu)” (16)

(ajaz+b1by)?

Slika 15: K izpeljavi tanZaja

Ce sta premici pravokotni (a,a, + b, b, = 0), tanaj med njima ni definiran.
Zaradi simetri¢nosti formule (16) velja t(ly, [,) = t(l,, 1;).

Velja tudi: t(l4,1,) = 0 natanko takrat, ko sta premici vzporedni.

Iz definicij stezaja in kosteZaja sledi zveza:

_sUulz) _ s(yl)
tlly, o) = clulz)  1-s(yly) (17)

alikrajse t = == (17a)
c 1-s

POVEZAVA Z OBICAJNO TRIGONOMETRIO

Prvic: 1z formule (16) sledi v pravokotnem trikotniku:

2 2
Sa a a

t :—:...:_:(_) ] tanaz

47 ¢y = \p) =(ana)
Drugic:
Premici ly: a;x + byy +¢; = 0in l,: ayx + b,y + ¢, = 0 imata smerna koeficienta

a a

l]_:k]_: _b_j: ter lz:kzz —b_i.

ai_az 2
‘. o aiby—azby)? by by —k1+k2\?
Definicijo tanZaja preoblikujemo v zvezo: t(ly,1,) = (@15, -a, 1)2 =|lag=]| = ( L 2) .
(a1a2+b1b2) b1b2+1 k1k2+1

ka—kq
kiky+1

Ce zadnjo zvezo zapi$emo v obicajni trigonometriji, dobimo znano zvezo: tana =
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2.5. Izreki v trikotniku
2.5.1. Stezajni izrek

Dan je trikotnik ABC (glej Sliko 16). Naj bo v visina na stranico AB in to¢ka D njeno nozisce.
Trikotnika ADC in DBC sta pravokotna. Stezaje med nosilkami stranic oznac¢imo sy, Sg in s..

C

D
c=|AB| Q.

Slika 16: K izpeljavi steZajnega izreka

Zapisimo zveze in preoblikujmo.

= =2

Qv = 540Qp Qv = sp0Qq

Izena¢imo S4Qp = sgQ, indelimozs,insg:
SA _ SB
@ @

Na enak nacin dobimo zvezo med s in Q,, ter med s¢ in Q.: sgQ. = s-Qp. Tako dobimo

steZajni izrek 24 3B _ 3¢ (18)
Qa Qp Qc
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2.5.2. Kostezajni izrek

Izrek: Naj to¢ke 4, B in C dolocajo kvadratnice nad stranicami BC, AC in AB:

Q,=0(B,C), Q, =Q(A,C), Q. = Q(A,B) innajbo stezaj sz = s(BA, BC) (glej Sliko 17).

C

e f SB

Q. .D Qr

Slika 17: K izpeljavi kosteZajnega izreka

vev v

Toc¢ka D na daljici AB naj bo nozis¢e daljice CD. Naj bodo kvadratnice:

szQ(ch)l QezQ(A,D), szQ(DIB)

Trikotnika ADC in DBC sta pravokotna in v njima uporabimo Pitagorov izrek:

Qp = Qe+ 0y
Qq = Qf + Qy
Ly, v ¥ _ O
Zapisimo Se stezaj sp = =
Qa
Izracunajmo:
Qv = sp0Qq,

Qa = Qs + 5500 = Q5 = Qu(1 - 55)
Qv = Qe+ 5500 = Qo = @ — 550a
Ker so to¢ke 4, D in B kolinearne, uporabimo pogoj kolinearnosti (5):
(@ + 0.~ Q)" = 4Q.0
(Qa(1 = 55) + Qe = (@ = 550u))? = 4QQu(1 = 55)
(Qe + Qa = @)* = 40cQu(1 = 55)
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Po analogiji lahko zapiSemo vse tri variante kostezajnega izreka:

(Qb + Q. — Qa)2 = 4‘Qch(1 - SA) (19a)
(Qa +Qc— Qb)z = 4Qan(1 - SB) (19b)
(Qa +Qp — Qc)z = 4QaQb(1 - SC) (19¢)

ali s kostezaji:
(Qp + Qc — Qa)® = 4QpQcCh
(Qa + Qc — Qp)* = 4QaQcC5
(Qa + Qp — Q) = 4QaQpcc

Vemo, da se v obicajni trigonometriji »prelevi« kosinusni izrek v Pitagorov izrek v primeru, da
je trikotnik pravokoten. Poglejmo, ali velja ta sklep tudi za kostezajni izrek.

Naj bo trikotnik ABC pravokoten s pravim kotom ob oglis¢u C. Tedaj je s, = 1.

V kostezajniizrek (Q, + Qp — Q.)? = 4Q,0Q,(1 — s¢) vstavimo s = 1in dobimo Q, + Q,, —
Q. = 0, kar je Pitagorov izrek.

Ker velja zveza (1), lahko zapiSemo formule (19a), (19b) in (19¢) v bolj simetricni obliki:

(Qa+ Qp + Q)% =2(Q% + Q2 + Q2) + 4Q,Q.54 (20a)
(Qa+ Qp + Q)% = 2(Q% + QF + Q) + 4Q,Q.55 (20b)
(Qu+ Qp +Q)* =2(Q% + Q2 + Q3) + 4Q,Qps¢ (20c)
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2.5.3. Stezajna formula

V obicajni trigonometriji velja, da je vsota notranjih kotov v trikotniku enaka 180°. Pois¢imo
zvezo med stezaji v istem trikotniku.

. v _ . . v. S S S .. .
Razmerja v stezajnem izreku ozna¢imoz D: -2 == =>E = D inizrazimo
Qa Qp Qp
__SA __SB _Sc . k Vo e k
Q. = - Q, = > Q. = —  tervstavimo v kosteZajni izre

(Qa +0Qp — Qc)z = 4QaQb(1 - SC)

Tako dobimo zvezo:

(sa +8p —5c)* = 4s,55(1 — 5¢)
(s4+ sg —Sc)? = 4s,55 — 45,SpSc
Ker velja zveza (1): (x + v + 2)2 = 2(x%2 + y? + z2) = 4xy — (x + y — 2)?
(x+y—2)2=4xy—(x+y+2)2+ 2%+ y?+2?)
Sledi: 45,55 — (sS4 + sg + 5c)? + 2(s54% + sg? + 5c2) = 45,55 — 45,SSc in po preureditvi:
(sqa+sp+5c)? =2(s%+sg%+ sc%) + 4s,555¢ (21a)

Dobljena steZajna formula je po obliki podobna kostezajnemu izreku (20a), (20b) in (20c).
Seveda jo lahko uporabimo tudi v obliki, ki smo jo imeli v izpeljavi:

(SA + Sp — Sc)z = 4'SASB(1 - Sc) (21b)

in analogno Se za druga dva steZaja. Prednost formule (21a) je v njeni simetri¢nosti.

Slika 18: Uporaba steZajne formule

Stezajno formulo lahko uporabimo tudi v drugih situacijah, ne le v trikotniku. Stezaji morajo
ustrezati trem kotom, ki sestavljajo iztegnjeni kot. Primer je prikazan na sliki 18. Na levi strani
so prikazane tri sekajocCe se premice, ki dolocajo tri razliéno velike kote. Trikotnik na desni
strani iste slike ima notranje kote enake tistim, ki jih oblikujejo premice, saj so vse tri premice
le vzporedno premaknjene.
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Kot primer uporabe izracunajmo stezaja ob osnovnici enakokrakega trikotnika, ¢e je dan
(nenicelni) stezaj kota ob vrhu enakokrakega trikotnika (glej Sliko 19). Stezaj ob vrhu
C oznaimo z s, steZaja ob osnovnici pa z r. Vstavimo v stezajno formulo (s, + sg — s¢)% =
4s,5g(1 — s¢) in dobimo:

2r—s)2=4r?2(1-ys)

412 —4r+5s=0 (22a)

(22b)

Poglejmo Se konkretnejse: Naj bo stezaj ob vrhu enakokrakega trikotnika enak s = %. (Vemo,
da to v obiéajni trigonometriji ustreza kotu 60° ali 120°.Pris = %dobimo dve resitvi za stezaja
ob osnovnici in sicer r; = % (to je enakostranicni trikotnik) in r, = i. V obicajni trigonometriji

ustreza ta steZaj kotu 30°, kot ob vrhu pa je enak 120°.

A

Slika 19: SteZaji v enakokrakem trikotniku

Podoben primer imamo tudi, ko Zelimo poiskati steZaj polovice kota. Situacija je prikazana na
Sliki 20. Dani sta nevzporedni premici [; in [,, ki se sekata v tocki S. Premica [ je simetrala
ostrega kota, ki ga dolo¢ata premici [; in [,. SteZaj ostrega kota med [, in [, naj bo s,z pa
oznacimo steZaja med simetralo [ in premicama [, in [,.

Ce sta dana steZaja r ob osnovnici enakokrakega trikotnika, potem je kot ob vrhu enak (po
enakosti (22a)):

s=4r—4r?=4r(1—-r)
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Slika 20: Simetrala kota in steZaji

Na premici l; izberemo tocko A in skoznjo nariSemo vzporednico k premici L. Trikotnik ASB je
enakokrak s stezaji r,r in s. Zvezo med njimi opisuje formula (22a), ki smo jo dobili v primeru
enakokrakega trikotnika. Tako je stezaj polovice kota enak

kjer je s stezaj danega kota. Dve resitvi smo dobili, ker je kot med premicama lahko tudi topi
kot.

Ce sta dana stezaja r ob osnovnici enakokrakega trikotnika, potem je kot ob vrhu enak (po
enakosti (22a)):

s=4r—4r? =4r(1-r)

2.6. Ploscina trikotnika

2.6.1. Ploscina trikotnika v obicajni trigonometriji

QcQ

Iz formule S = < sledi formula S2 = ~=¢ in analogno za ostale kvadratnice stranicin visin,
2 4

b-csina 2 — Qp'Qcsa

izformule S = pa dobimo formulo in analogno za ostale kvadratnice in

stezaje.

Izpeljimo Se formulo, ki je enakovredna Heronovi formuli. Heronova formula opisuje ploséino
trikotnika, kjer so podane vse tri dolZine stranic, v primeru racionalne trigonometrije pa bomo
izpeljali formulo, ki vsebuje samo vse tri kvadratnice.
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2.6.2. Heronova formula

Slika 21: K izpeljavi Heronove formule

Dan je trikotnik ABC. Naj bo v, viina na stranico a = BC into¢ka D njeno noziéce. Trikotnika

ABD in CAD sta pravokotna (glej Sliko 21). SteZzajno razmerje s, je enako

Qva

S¢c = o Od tod je @y, = S¢ - Qp. PlosCina trikotnika ABC je enaka §2 =

Qa'Qp'sc
4

ZapiSimo kosteZajni izrek za stezajno razmerje s, v trikotniku ABC:

(Qa + @ — Q) = 4Q,Qp(1 — s5¢)
Preuredimo:
(Qa + Qp — Qc)? = 4Q,Qp — 4QuQssc
4QqQp5c = 4QaQp — (Qa + Qp — Qc)*

Ker je Q,QpSc = 4S?, dobimo

165% = 4Q,Q, — (Qa + Qp — Q.)?
kar je Ze formula, v kateri je plos¢ina izrazena s kvadrati stranic.

Ker velja enakost (1), jo preoblikujemo v

1652 = (Qa + Qb + Q)% — 2(Qa° + Q2 + Q%)

Qa'Qva —
4

(23a)

(23b)

Opomba: Avtor poimenuje formuli (23a) in (23b) po Arhimedu. (Wildberger, 2005, 59)
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V racionalni trigonometriji uporabljamo formuli (23a) in (23b) enakovredno kot v klasi¢ni
geometriji znano Heronovo formulo.
Izpeljava Heronove formule (23c) iz formule (22a):
Vemo, da je Q, = a?,Qp, = b?in Q. = c?. Vstavimov 1652 = 4Q,0Q, — (Q, + Q, — Q.)*:
165? = 4a?b? — (a® + b? — c?)?
1652 = (2ab)? — (a® + b? — ¢?)?
1652 = (2ab — (a® + b? — ¢?))(2ab + (a? + b? — ¢?))
1652 = (c¢? — a? — b? + 2ab)(2ab + a? + b? — ¢?)
1652 = (c¢? — (a® — 2ab + b?))(a? + 2ab + b? — ¢?)
1652 = (¢? = (a—b)*)((a + b)? — ¢?)
16S2=(c—a+b)(c+a—b)(a+b—-c)(a+b+c)
Ozna¢imoz 2s = a + b + c in uredimo:
1652 = (2s — 2a)(2s — 2b)(2s — 2¢)(25)

§2=(s—a)(s—2)(s—)(s)

a+b+c

S=.s(s—a)(s—b)(s—c), kierjes = (23c)
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3. Primeri razreSevanja trikotnika

V tem poglavju bomo pokazali, kako pri poljubnih treh podatkih o dolzinah stranic in kotih
(razen seveda pri znanih vseh treh kotih ali vseh treh stezajih) razreSimo trikotnik. Posamezno
nalogo bomo resili na oba nacina, z obicajno trigonometrijo in s pristopom racionalne
trigonometrije. V drugem primeru bom podatke podali v skladu s teorijo. Izbor primerov smo
naredili glede na izreke o skladnosti trikotnikov.

3.1. Prvi primer trikotnika — znane vse tri stranice

V trikotniku poznamo dolzine vseh treh stranic: a =5 cm,b = 6 cm,c = 7cm. IzraCunajte
notranje kote in ploscino trikotnika.

Resitev z obicajno trigonometrijo
Uporabimo kosinusni izrek in izraCunamo velikost kota a:
a? = b? +c?—2bccosa

b%? 4+ c? — a?

cosa = 2be

b? + c? — a?

cosa = 2he

cosqa = %5 a ~ 44,41531°

. . .. a b
Nato uporabimo sinusni izrek: — = —
sina sin 8

) b-sina 6
sinf = P

3
o

p ~ 32,87835°
Koty =180° —a — B ~ 102,70634°,
Ploscino izraCunamo po Heronovi formuli:

a+b+c
S=T=9cm

S=s(s—a)(s—b)(s—c) =V9-4-3-2=6V6cm?
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Pristop racionalne trigonometrije

V trikotniku poznamo velikosti vseh treh kvadratnic: Q, = 25 cm?,Q, = 36 cm?,Q, =
49 cm?. I1zraunajte vse tri stezaje in plo3¢ino trikotnika.

Uporabimo kosteZzajni izrek (Q, + Q. — Q)% = 4Q,Q.c4

_ (Qb + Qc - Qa)2

Ca =
4 4‘Qch
(36 +49 — 25)?
4T TT4.36-49
25
“4= 49

. 24 . .
Iz zveze s, + ¢4, = 1 dobimo s, = s kar je enako (sin a)?.

. . . v . . S S S
Nato izrazimo sp iz ste¥ajnega izreka =2 = £ = =<,
Qa Qb Q
S 'S
Sp = Qp'sa s¢ = Qc'sa
Qa Qa
4 24
365 864 495 24
S —_ — S = =
B c
25 1225 25 25

Za plo3¢ino uporabimo formulo (22b) 1652 = (Qg + Qp + Q)% — 2(Q.% + Qp% + Q.2).
1652 = (25 + 36 + 49)? — 2(25% + 362 + 49?)
1652 = 3456
§2 =216

S =+/36-6 cm? = 6V6 cm?

Komentar:

.. 24 . ey . . . . 24
SteZaj s, = - se ujema z rezultatom iz obigajne trigonometrije, saj je enak (sina)? = (\/—_)

ev . . .. T 6 V24 . 864
Z obic¢ajno trigonometrijo smo dobili sinf = el kar se ujemaz s = oz

Y . Y a?+b%-c? 1 R 24
IzraCunajmo Se cosy = —a % Od tusledi (siny)? = > = Sc

Plos¢ini se seveda ujemata.
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3.2. Drugi primer trikotnika — stranica in vmesni kot

V trikotniku sta dani dolZini stranic a = 7 ¢cm, ¢ = 8 cm, kot B = 60°. Izralunajte dolZino
stranice b in druga dva kota ter ploscino trikotnika.

Obicajna trigonometija:
Uporabimo kosinusni izrek b? = a? + ¢? — 2ac cos f8

b? =7%2+8%2—-2-7-8-cos60° =57

b=+v57cm
. . b o
|z sinusnega izreka —— = —— = —— izralunamo ostala dva kota:
sina sin 8 siny
) a-sinf 7 3
sina = = —
b \J57 2

Ploina: § = 2<51F _ »g. ? =143

Pristop racionalne trigonometrije

V ostrokotnem trikotniku sta dani kvadratnici Q, = 49 cm?, Q. = 64 cm? steZaj pri oglis¢u
B: sg(0) = sg =Z. IzraCunajte kvadratnico stranice b in druga dva steZaja ter ploscino

trikotnika.

Uporabimo kosteZajni izrek (Q, + Q. — Q)% = 4Q,0Q.(1 — sg)

3
(49+64—Qb)2:4'49'64'(1—z

(113 -Q,)*> =49 64
Prvi¢: 113 — @, = 56
Qp = 57
Drugi¢: 113 — Q, = 56

Q, = 169
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Preverimo, ali je trikotnik ostrokoten, se pravi, ali velja

1+ Q2= Qs Q2+ Q3 = Q Q3+ Q1 = Q.

Kerje Q, + Q. = 113 < 169 = (,, te reSitve ne upoStevamo, saj trikotnik ni ostrokoten.

v e . v . v _ . . S S S
Druga dva steZaja izratunamo iz steajnega izreka Q—A = Q—B = Q—C.
a b c

_Qq-Ss 49 3147

A= 0, 57 4 228

Q.-s; 64 3 48

SC_ _ N

Q, 57 4 57

e 49-64 3
Ploftina: S§2 = alcse _ 2964 3 _ ggg
4 4 4

S =+/588 = 143
Komentar:

Pri pristopu racionalne trigonometrije nastopa velikokrat kvadratna enacba. Najveckrat ima
dve razli¢ni realni resitvi (ve¢inoma gre za trikotnike, ki jih je mogoce konstruirati). Kot vemo,
je stezaj mera za oba kota med premicama, tako topega kot ostrega. Preveriti je potrebno, ali
obe dobljeni resitvi ustrezata. Lahko pa tudi v besedilu naloge zapiSemo, ali gre na primer za
oster kot, kot smo naredili vtem primeru.

3.3. Tretji primer trikotnika — dve stranici in kot nasproti vegji
stranici

V trikotniku sta dani dolZini stranica = 7 cm, ¢ = 8 c¢m, kot y = 60°. Izratunajte dolZino
stranice b in druga dva kota.

Obicajna trigonometrija

. . . . .. a b c
Najprej uporablmo sinusni izrek: — = =
sina sin 8 siny

assiny 7 V3 _ 7V3
[ 8 2 16

sina = a ~ 49,26819°

B ~ 70,73181°
b?> =a?+c?>—2accosp=49+64—2-7-8-cosf
b? ~ 76,04107

b =~ 8,72015 cm
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Pristop racionalne trigonometrije
V trikotniku sta dani kvadratnici stranic Q, = 49 cm?,Q, = 64 cm?instezaj sc(0) = s¢ =
3. Izra¢unajte dolzZino stranice b in druga dva steZaja.

Uporabimo stezajni izrek 4 =2E = 3¢
@ QO @

_QuSc 49 3147

AT, T 64 4 256

SteZaj sy izraunamo iz stezajne formule: (s4 + Sg + 5¢)? = 2(54% + sg% + 5¢c%) + 4s,5p5Sc

(147+ +3)2_2 (147)2+ 2+(3)2 L 173
256 2 74) ~“\\256) T T\4 256 P4

Enacbo poenostavimo 65536 sg? — 6067255 + 2025 = 0

Resitvi sta dve: sp = 237421V109
512
Sp _ Sc
Qb Qc
*S 64 (2374 21V109 79 + 7v109
0, =% O, = ~ 76,04107278
Sc 3 512 2
4
b=872cm
- 147 237421109 .
Stezaji pa so: Sy = ee SBE= T 5, IS¢ =7

'S 64 (237 — 21109 79 — 74/109
Qp = Q55 _ 5%, = ~ 2,95893
Sc 3 512 2
4
b=172cm
. . 147 237-214/109 .
SteZaji paso: s, = Yee SB= T, insc =7

Komentar:

Z obicéajno trigonometrijo smo dobili eno resitev, z racionalno trigonometrijo pa dve. Preveriti
moramo, katero izlo¢imo. Gotovo »je reSitev racionalne trigonometrije« uposStevala oba
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steZaja pri ogli¢u C, se pravi, da je bil upostevan tudi kot y = 120°. Nari$imo sliko (glej Sliko
22).

Slika 22: K tretjemu primeru trikotnika

Jasno je, da drugo resitev (to je trikotnik ABD) izloCimo, ker je trikotnik topokotni.

3.4.  Cetrti primer: stranica in prilezna kota

V trikotniku je dana dolZina stranice ¢ = 8 cm ter kota a = 60° in B = 75°. Izraunajte
dolzZini stranic a in b ter velikost tretjega kota.

Obicajna trigonometrija:
y = 459°

a b c

sina sinf siny

V3
_c-sina_8-sin60°_8'7_4\/g
~ siny  sin45° 2

2

c-sinf  8-sin75°
b= = ~ 10,92820

siny sin 45°

Ratunalo da rezultat b = 4+/3 + 4
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Pristop racionalne trigonometrije

V trikotniku je kvadratnica stranice c: Q. = 64 cm? ter steiaja s, =z in sp = .

Izracunajte dolZini stranic a in b in stezaj s.

SI(SA + Sp + Sc)z = Z(SAZ + SBZ + SCZ) + 4SASBSC

G +\/§4+2+SC>2 ) 2<<z)z+<\/§4+ 2>2+SCZ)+4(%)<\/§: 2>5c

16sc% + (4V3 —16)sc —2V3 +4 =0

Resitvi sta: s; = E in s¢ = 223
2 4
Prvi resitvi s, = % ustreza kot 45°.
: 3.64
Iz stezajnega izreka dobimo Q, = S“; Qe — t =96 a=4/6cm
¢ 2
: B2 64
Q=% = = 64+32V3 b=(4+4V3) cm
¢ 2

Komentar:

Drugi reSitvi s, = # pa ustreza kot 15°. Kako to reitev zavrnemo? Naridimo sliko (glej Sliko

23) in upodtevamo, ali dobimo trikotnik tudi z upo$tevanjem, da je kot « = 60° alia = 120°
terkot B = 75%ali B = 105°. Kot @ = 1200 ne ustreza. Edina druga moZnost je tako trikotnik
s koti

a = 60° B =105%iny = 159, kar seveda ne ustreza podatkom iz naloge.

Ill l’
SVy=15
P

Slika 23: K Cetrtemu primeru razresevanja trikotnika
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3.5. Razne naloge iz razreSevanja trikotnikov
3.5.1. Prvi primer

Na Sliki 24 je naloga iz matematike s sploSne mature junij 2023 (IP2, sklop B, naloga 6). Resili
smo jo z obicajno trigonometrijo in s pristopom racionalne trigonometrije.

Slika prikazuje stolp CN Tower v Torontu.
D

Slika: Stolp CN Tower v Torontu

Vrhnji del stolpa meri |('-’D| = 224,5 m. Stolp opazujemo iz tocke B, kileZi v ravnini nozis&a stolpa

tako, da je kot «ABC = 29° kot «ABD pa 43°. lzracunajte viSino stolpa. Rezultat zapisite na
desetinko metra natanéno.

Slika 24: Primer naloge s splosne mature junij 20233

Resitev z obicajno trigonometrijo

Oznatimo: |AC| = x,|AB| = y,|BC| = z. Izratunamo, da merijo koti: < CBD = 14° in <
CDB = 47°,V trikotniku BCD uporabimo sinusni izrek:

|CD| z
sin14%  sin479%"

Od tu dobimo z = 678,6855965 m

Nato v trikotniku ABC izraunamo dolZino x: x = z - sin 29°~329,0333 m. Vi§ina stolpa je
potem enaka |AD| = 224,5 + x ~ 553,5 m.

3 Vir: file:///C:/Users/Uporabnik/Downloads/M231-401-1-2%20(2).pdf
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Pristop racionalne trigonometrije
Naloga bi bila podana z dolZino (ali kvadratnico) in stezaji:

Vrhnji del stolpa meri |CD| = 224,5 m. Stolp opazujemo iz tocke B, ki leZi v ravnini noZis¢a
stolpa tako, da je steZaj sypc = 0,2350403678, stezaj pa supp = 0,4651217631. IzraCunajte
viSino stolpa. Rezultat zapiSite na desetinko metra natancno.

Oznacimo skico (glej Sliko 25). V trikotnikih ABC in ABD bomo uporabili tanzaje, zato jih
izracunajmo.

D

.1 T,
‘ /

Slika 25: Oznaka steZajev na skici

S1 S2

~0.3072585 t, =7 ~0.8695844

—S1 —S2

t1:

— _ _ Qu+ay _ (x+d)?
L =—== Lh=—"—="—"7—
Qy y Qy y

Zadnji enagbi delimo in dobimo po ureditvi enagbo: t; - (x + d)? = t, - x%. Ko vstavimo
konstante, imamo kvadratno enat¢bo  0.3072585 - (x + 224,5)? = 0.8695844 - x? z
reSitvama

x1~329,037 in x,~— 83,697
Druga resitev ne ustreza, prva pa da rezultat za visino stolpa v = x +d = 553,5 m.
Komentar:

Nacin, ki smo ga ubrali pri racionalni trigonometriji, bi seveda lahko uporabili tudi pri obicajni
trigonometriji s tangensi. Postopek je Se bolj enostaven, saj dobimo linearno enacbo za
neznanko x.
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Kaj pa obratno? Ali lahko s pristopom racionalne trigonometrije izracunamo dolzino |BC| =
z? Z obicajno trigonometrijo smo preprosto izracunali velikost kota CBD, z racionalno
trigonometrijo pa ne gre tako enostavno, saj stezajev ne moremo kar sestevati ali odstevati.
Izraunajmo vse steZaje, ki so oznaceni na sliki 26: s45, = 5;~0,2350403678, stezaj pa
Sagp = S, = 0,4651217631. Potem sta s3=1-—15;~0,7649596322 in s,=1-
5,~0,5348782368. V trikotniku BCD imamo znana dva stezZaja, tretjega dobimo iz stezajne
formule:

(s3+ 84 +55)% = 2(53% + 542 + 552) + 4535,5¢

Slika 26: K drugi resitvi s steZaji

V formulo vstavimo stezaja s3~0,7649596322 in s,~0,5348782368 in dobimo
s5~0,05852620365. (Tu dobimo Se eno resitev 0,9045084971, ki pa ustreza drugemu

trikotniku z enakimi steZaji, ki pa ne ustreza situaciji v nalogi. Ta trikotnik bi imel kote 61°,
47 %n 72°. Steiaj pri kotu 72° je enak 0,904508497.).

Sedaj lahko uporabimo stezajni izrek v trikotniku BCD:

@z _ Qe

Sy S5

Q, . 22457
0,5348782368  0,05852620365

0Od tod dobimo Q,~4,606141381 - 10° ter z~678,6855959 m.

Uporabimo Se steZajno razmerje v pravokotnem trikotniku ABC:

Qx
Sle—Z

Z—z = 0,2350403678 ter x~329,0333059 m

Z

Stolp je visok 553,5 m.
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Pois¢imo stezaj scgp = S5 = s Se na drug nacin. Na Sliki 27 smo naredili vzporednico skozi
tocko C k stranici AB. V trikotniku CBD sta potem znana steZaja v oglis¢ih C in D in lahko
neznani stezaj pri oglis€¢u B (to je stezaj s) izraCunamo po stezajni formuli:

D

o

N

Slika 27: K tretji resitvi s steZaji

(51455 +5)% =2(5,%2 + 5,2 + 52) + 45,5,5

(0,2350403678 + 0,4651217631 + s)?
= 2(0,23504036782 + 0,4651217631% + s2?) + 4+ 0,2350403678 - 0,4651217631 - s

Enacbo reSimo s programom WolframAlfa in dobimo s;~0.0585262 in s, = 0.904508.
Nadaljnji postopek je enak postopku v prejSnjem primeru.
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3.5.2. Drugi primer?

V trikotniku ABC je razmerje med stranicama ain b a: b = 28: 25, stranica ¢ meri 34 dm, kot
y = 37°. Koliko merita stranici a in b.

Resitev z obicajno trigonometrijo
lza:b = 28:25sledia =28t inb = 25 t.Vstavimo v kosinusni izrek za c in dobimo:
c?=a?+ b? —2abcosy
342 = (28t)% + (25t)? — 2+ 28t - 25t - cos 37°
Resitvi sta dve: t; = —1,993444140 int, = 1,993444140

Prva resitev ne ustreza, druga panamda: a = 55,8dm in b = 49,8dm

Pristop racionalne trigonometrije

V trikotniku ABC je razmerje med stranicama a in b a:b = 28: 25, stranica ¢ meri 34 dm,
stezaj pri ogli3¢u C paje s = s¢(0) = 0,362181322. Koliko merita stranici a in b?

lza:b = 28:25sledi Q, = (28t)? inQ, = (25t)?
Uporabimo kostezejni izrek (29c) za stranico c:
(Qa +Qp — Q)% = 4Q,0Q,(1 — 5¢)
((28t)% + (25t)? —34%)2 =4-28¢t-25t- (1 —0,362181322)
Enacba ima Stiri reSitve in sicer dve negativni, ki seveda ne ustrezata in dve pozitivni.
Prva resitev: t; = 1,993444140, kinamda: a = 55,8dm in b = 49,8 dm.
Druga resitev: t, = 0,6763454722, kinamda: a = 189dm in b = 16,9 dm.

Druga resitev je topokotni trikotnik ABC; ki ima enak steiaj ob oglis¢u C; kot ostrokotni
trikotnik ABC (glej Sliko 28). To smo utemeljili tudi tako, da smo v topokotnemu trikotniku
a, = 189dm, by =169 dm, c =34 dm po kostezajnem izreku izracunali steZaj s. in
dobili s, = 0,362181321.

4 Naloga je bila v 3olskem letu 1901/02 na maturi na Gimnaziji Kranj. Vir Letno porocilo Kranjske gimnazije iz
Solskega leta 1901/02. Ohranjeno na Gimnaziji Kranj. Naloga je zahtevala Se izracun ploséine danega trikotnika.
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Slika 28: K drugemu splosnemu primeru
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4. Zakljucek

V nalogi smo opisali koncept razreSevana trikotnikov brez uporabe obicajnih kotnih funkcij.
Povzeli smo koncept, ki ga je razvil profesor Wildberger v svojem delu Divine proportions:
rational trigonometry to universal geometry (2005). Avtor imenuje ta koncept pristop
racionalne trigonometrije. Ker je veckrat potrebno resevanje kvadratne enacbe, ki ima lahko
tudiiracionalne resitve, bi bilo verjetno boljSe imenovati pristop brez uporabe obi¢ajnih kotnih
funkcij, kot smo tudi sami naslovili nalogo.

Koncept racionalne trigonometrije je zelo zanimiv. Razumeli smo, da so ta koncept razvijali ze
Stari Grki. Avtor trdi, da so grski matematiki veC¢inoma uporabljali kvadrate dolzin stranic
namesto stranic. Tega nismo preverili.

Razresili smo tipi¢ne primere trikotnikov, ki smo jih definirali na osnovi pogojev, ki so zajeti v
izrekih o skladnosti trikotnikov. Te trikotnike smo razresili s trigonometrijo z uporabo kotnih
funkcij in s pristopom racionalne trigonometrije. Osnovna ugotovitev je, da se da vse tipi¢ne
primere razresiti brez kotnih funkcij.

Primerjavo med obema konceptoma smo naredili s primeri razreSevanja trikotnikov. Nase
ugotovitve podajamo na osnovi narejenih primerov. Dejstvo je, da je v konceptu s kotnimi
funkcijami ena povezava Ze vnaprej izraCunana s tabelami kotnih funkcij, ki so dostopne v
knjizicah ali preko elektronskih racunal. V konceptu racionalne trigonometrije sloni vse na
reSevanju enacb, veCinoma na reSevanju kvadratne enacbe. Pri kvadratni enacbi (ko je
problem resljiv) nastopita dve resitvi in je potem potrebno vedno preverjati, ali sta obe
ustrezni ali je potrebno kaksno resitev zavrniti. Do tega problema pride tudi v obicajni
trigonometriji, a imamo Ze izkus$nje, kako to preverjati. Do vec resitev prihaja predvsem zato,
ker je steZzaj mera kota, ki je enaka za oba razli¢na kota, ki ju dolocata dve sekajoci se premici.
Pri obicajni trigonometriji je lepo urejeno merjenje ostrih in topih kotov, pri racionalni
trigonometriji imata enak steZaj kot in njegov sokot (kot in suplementarni kot). RaCunanje s
koti je v obicajni trigonometriji zelo enostavno, povezava med stezaji na primer v trikotniku je
bolj zahtevna. Ko pridobimo nekaj izkusenj s preverjanjem reSitev in ko si pomagamo s
programi za reSevanje enacb, je pristop racionalne trigonometrije ne le zanimiv, ampak tudi
uporaben in ustvarjalen.
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6. Priloge
6.1. Tabela kotov

Stopinje Radiani Stezaji
0 0 0

1 0,01745 0,00030
2 0,03491 0,00122
3 0,05236 0,00274
4 0,06981 0,00487
5 0,08727 0,00760
6 0,10472 0,01093
7 0,12217 0,01485
8 0,13963 0,01937
9 0,15708 0,02447
10 0,17453 0,03015
11 0,19199 0,03641
12 0,20944 0,04323
13 0,22689 0,05060
14 0,24435 0,05853
15 0,26178 0,06699
16 0,27925 0,07598
17 0,29671 0,08548
18 0,31416 0,09549
19 0,33161 0,10599
20 0,34907 0,11698
21 0,36652 0,12843
22 0,38397 0,14033
23 0,40143 0,15267
24 0,41888 0,16543
25 0,43633 0,17861
26 0,45379 0,19217
27 0,47124 0,20611
28 0,48869 0,22040
29 0,50615 0,23504
30 0,52356 0,25000
31 0,54105 0,26526
32 0,55851 0,28081
33 0,57596 0,29663
34 0,59341 0,31270
35 0,61087 0,32899
36 0,62832 0,34549
37 0,64577 0,36218
38 0,66323 0,37904
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39 0,68068 0,39604
40 0,69813 0,41318
41 0,71559 0,43041
42 0,73304 0,44774
43 0,75049 0,46512
44 0,76795 0,48255
45 0,78540 0,50000
46 0,80285 0,51745
47 0,82031 0,53488
48 0,83776 0,55226
49 0,85521 0,56959
50 0,87267 0,58682
51 0,89012 0,60396
52 0,90757 0,62096
53 0,92503 0,63782
54 0,94248 0,65451
55 0,95993 0,67101
56 0,97738 0,68730
57 0,99484 0,70337
58 1,01229 0,71919
59 1,02974 0,73474
60 1,04712 0,75000
61 1,06465 0,76496
62 1,08210 0,77960
63 1,09956 0,79389
64 1,11701 0,80783
65 1,13446 0,82139
66 1,15192 0,83457
67 1,16937 0,84733
68 1,18682 0,85967
69 1,20428 0,87157
70 1,22173 0,88302
71 1,23918 0,89401
72 1,25664 0,90451
73 1,27409 0,91452
74 1,29154 0,92402
75 1,30810 0,93301
76 1,32645 0,94147
77 1,34390 0,94940
78 1,36136 0,95677
79 1,37881 0,96359
80 1,39626 0,96985
81 1,41372 0,97553
82 1,43117 0,98063
83 1,44862 0,98515
84 1,45508 0,98907
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85 1,48353 0,99240
86 1,50098 0,99513
87 1,51844 0,99726
88 1,53589 0,99878
89 1,55334 0,99970
90 1,60570 1,00000




