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POVZETEK

V raziskovalni nalogi sem preiskala nekaj lastnosti Pascalovega in Leibnizevega trikotnika. Po
uvodu, v katerem sem opisala nekaj najpomembnejsih lastnosti obeh trikotnikov in predstavila
tudi potrebne matemati¢ne osnove, sem preiskala eno znacilnosti Pascalovega trikotnika.

Pokazala sem, da je Stevilo poti od poljubnega Stevila v Pascalovem trikotniku do njegovega
vrha kar enako temu Stevilo. Ker sem v literaturi nasla le posamezne primere, da to res velja,
se mi zdi zelo zanimivo splo$no pravilo, ki sem ga ugotovila. Svojo trditev sem utemeljila Se s
pomocjo kombinatorike.

Ob koncu sem se dotaknila Se primerjave obeh trikotnikov na primeru, kjer so odvodi funkcije
iz Pascalovega trikotnika povezani s koeficienti v Leibnizevem trikotniku. Preiskala sem Se
dolocene lastnosti. Preverila sem poSevne vrstice v obeh trikotnikih in ugotovila, da v obeh
trikotnikih zasledimo figurativna Stevila. Vsota v poSevnih vrsticah je enaka dolo¢enemu
Stevilu, bodisi v Pascalovem, bodisi v Leibnizevem trikotniku. Ta lastnost se imenuje nogavica
oziroma hokejska palica. Preverila sem Se produkte okrog posameznega Stevila in jih
poimenovala cvetovi. V obeh trikotnikih sem zasledila fraktale oziroma trikotnik Sierpinskega.

Kljucne besede: Pascalov trikotnik, Leibnizev trikotnik, binomski simbol

ABSTRACT

In my research paper, | investigated some properties of Pascal's and Leibniz's triangles. After
the introduction, in which | described some of the most important properties of both triangles
and also presented the necessary mathematical basics, | delved into examining one of the
characteristics of Pascal's triangle.

| demonstrated that the number of paths from any number in Pascal's triangle to its vertex is
exactly the same. While | found only isolated examples in the literature supporting this
assertion, | found the general rule | discovered to be particularly intriguing. | substantiated my
claim using combinatorics.

Additionally, | conducted research comparing the two triangles, focusing on an example where
the derivatives of the function from Pascal's triangle are connected to the coefficients in
Leibniz's triangle. | also explored certain properties, examining the slanted lines in both
triangles and discovering figurative numbers present in both. The sum along the diagonal lines
equates to a certain number, either in Pascal's or Leibniz's triangle—a characteristic referred
to as a "sock" or "hockey stick." Furthermore, | investigated the multiplication around
individual numbers, referring to it as a "flower." In both triangles, | observed fractals
resembling the Sierpinski triangle.

Key words: Pascal's triangle, Leibniz's triangle, binomial symbol.
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1. Uvod

Pascalov trikotnik je imenovan po francoskem matematiku Blaisu Pascalu, ki je prvi raziskoval
njegove lastnosti v 17. stoletju, medtem ko Leibnizev trikotnik nosi ime po Gottfriedu
Leibnizu, nemskem matematiku in filozofu, ki je bil eden od pionirjev raziskovanja tega
trikotnika. Pascalov trikotnik in Leibnizev trikotnik sta matematiéni konstrukciji, ki temeljita na
podobnih idejah, vendar imata nekatere pomembne razlike [1-5].

Podobnosti:

Oba trikotnika sta simetri¢na.
Oba trikotnika temeljita na binomskem razvoju in vsebujeta koeficiente binomskega
razvoja.

3. Oba trikotnika imata enak vzorec, kjer se vsak element v vrstici oblikuje s seStevanjem
dveh elementov v sosednji vrstici.

Razlike:

1. Pascalov trikotnik je zgrajen od zgoraj navzdol, spodnji ¢len je vsota zgornjih, v
Leibnizevem trikotniku pa je ravno obratno, zgornji ¢len je vsota spodnjih dveh.

2. V Pascalovem trikotniku so vrednosti binomskega razvoja, kjer so koeficienti Stevila
kombinacij. V Leibnizev trikotnik pa so ulomki s Stevcem 1 in se preko izbire imenovalcev
doseze, da veljajo vsote.

3. Pascalov trikotnik se pogosto uporablja pri potencah binoma, v kombinatoriki in pri
verjetnosti, medtem ko je Leibnizev trikotnik manj znan in se redkeje uporablja v
matematiki.

Oba trikotnika imata pomembno viogo pri razlicnih matematiénih aplikacijah in sta osnova za
razumevanje binomskega razvoja.

2.1. Pascalov trikotnik

Pascalov trikotnik je geometrijska figura, ki jo sestavlja vrsta Stevil, znana kot Pascalove
Stevilke. Vsaka vrstica v trikotniku predstavlja koeficiente binomskega razvoja. Prva vrstica v
trikotniku vsebuje Stevilo 1. Druga vrstica v trikotniku sta dve Stevili 1, zacensi zamaknjeno pol
mesta levo. Tudi vsaka naslednja vrstica se zacne zamaknjena pol mesta levo in se zakljuci pol
mesta desno, zato ima eno Stevilko ve¢ od zgornje vrstice. Vrednosti na skrajni levi in skrajni
desni sta zmeraj enaki 1, vmesna Stevila pa so vsota gornjih dveh, kot vidimo iz spodnje
sheme:




V tretji vrstici imamo na levi in desni Stevilo 1, na sredini pa je Stevilo dva, ki je vsota 1 + 1 iz
zgornje vrstice. V Cetrti vrstici dobimo pod enico in dvojko Stevilo 3, ki je vsota Stevil 1 + 2.
Enako na sosednem mestu 2 +1 = 3.

V peti vrstici pod Steviloma 1 in 3 dobimo 4 (1+3=4) na sredini pa Stevilo 6 kot vsoto 3 plus 3.
Ze na prvi pogled vidimo, da je Pascalov trikotnik simetriéen.

Kot primer v Tabeli 1 navajamo prvih Sest vrstic Pascalovega trikotnika:

1 5 10 10 5 1
Tabela 1: prvih Sest vrstic Pascalovega trikotnika.

Pascalov trikotnik ima Stevilne aplikacije v matematiki in drugih podrocjih. Uporablja se za
izracun binomskih koeficientov v binomskem razvoju. To je zelo koristno pri razsirjanju
razliénih potenc binoma, kot je:

(a + b)", (1)

kjer je n potenca binoma, a in b pa sta ¢lena binoma.

Pascalov trikotnik ima tudi estetsko vrednost in je pogosto uporabljen kot vzorec v umetnosti,
oblikovanju in drugih kreativnih podrogjih. Pascalov trikotnik ima Se Stevilne druge lastnosti in
podrocja uporabe.

Ceprav je bil Pascalov trikotnik prvotno razvit za matemati¢ne potrebe, je uporaben tudi v
fiziki (npr. v statistiki) in kemiji (kemijska analiza in sinteza), njegove vzorce pa najdemo tudi
v naravi. Tak primer je rast rastlin. Vzorce, ki spominjajo na Pascalov trikotnik, lahko opazimo
pri rastlinah. Tako razporeditev listov na steblu ali Stevilo cvetnih listov v nekaterih cvetovih
(marjetice, soncnice, vrtnice...), je pogosto 1, 3, 6, 10, kar so Stevila v trikotniku. Ta vzorec
omogoca optimalno izrabo svetlobe in hranil za rastlino. Tudi Stevilne Skoljke in lupine zivali
imajo spiralne vzorce, ki so povezani s Pascalovim trikotnikom.



Ceprav Pascalov trikotnik ni neposredno povezan z naravo, pa so njegovi matematiéni vzorci
in lastnosti opazni v Stevilnih naravnih strukturah. Te aplikacije nam pomagajo razumeti
matematicne principe, ki delujejo v naravi in prispevajo k njeni lepoti in funkcionalnosti.

2.2. Leibnizev trikotnik

Leibnizev trikotnik je podobna matemati¢na oblika, kot je Pascalov trikotnik, vendar se
nekoliko razlikuje v svoji strukturi. Leibnizev trikotnik je sestavljen iz vrstic, kjer se vsak
element v vrstici oblikuje s sestevanjem dveh elementov v naslednji (spodnji) vrstici. Tudi
Leibnizev trikotnik ima na vrhu Stevilo ena. V vsaki naslednji vrstici je na levi in desni ulomek s

y I . v . . . o1 . . 1
Stevcem ena in imenovalcem, ki je enak Stevilu vrstice (tj. v tretji vrstici 3 €no vrstico nizje "

in tako naprej).

Preostali ¢leni Leibnizevega trikotnika so ulomki s Stevcem 1 imenovalec pa izraCunamo tako,
da je vsota dveh spodnijih sStevil enaka Stevilu nad njima. Leibnizev trikotnik se torej izracuna
ravno nasprotno kot Pascalov. Pri Leibnizevem trikotniku je zgornja Stevilka vsota spodnjih
dveh, kot kaZe spodnja shema:

a+b

a b

Kot primer navedimo nekaj prvih vrstic in pojasnimo, kako ga raCunamo. Na vrhu je Stevilo 1,
ki ga za potrebo spodnjih vrstic zapiSemo kot ulomek % V spodnji vrstici imamo dva ulomka,
oba s Stevcem 1 in imenovalcem 2. Ta vrstica je Ze vnaprej definirana in tudi ustreza predpisu,
saj je: % + % = % V tretji vrstici imamo na levi in desni skrajni legi ulomek %, saj gre za tretjo
vrstico. Drugi element tretje vrstice izraCunamo tako, da bo vsota spodnjih dveh enaka

e .. . - . . 1. .
vrednosti Stevila nad njima. Hitro vidimo, da je pravi rezultat - saj, velja:
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Tabela 2: prvih Sest vrstic Leibnizevega trikotnika.

Ker so Stevci vseh ¢lenov v trikotniku zmeraj enaki 1, so bolj zanimivi imenovalci teh ulomkov.
Leibnizev trikotnik zaradi tega pogosto zapiSemo z obratnimi vrednostmi, tako da v trikotnik

zapiSemo le imenovalce. ZapiSimo Leibnizev trikotnik iz Tabele 2 z obratnimi vrednostmi, kot
kaZe Tabela 3:

6 30 60 60 30 6
Tabela 3: prvih Sest vrstic obratnega Leibnizevega trikotnika (imenovalci).

V obratnem Leibnizevem trikotniku so vrednosti imenovalcev ulomkov. Leibnizev trikotnik je
veliko manj znan kot Pascalov trikotnik, kljub temu pa ima nekaj aplikacij v matematiki in
drugih podrogjih. V racunalniskih vedah se uporablja pri razvrséanju in iskanju.

Pascalov trikotnik je veliko bolj poznan in veliko bolj raziskan od Leibnizevega trikotnika, tudi
na nivoju raziskovalnih nalog mladih raziskovalcev [6 - 8]. V nadaljevanju se bom zato najpre;j

posvetila Pascalovemu trikotniku, na koncu pa se dotaknila nekaj zanimivih povezav med
Pascalovim in Leibnizevim trikotnikom [9].



2. Binomski simbol

Pascalov trikotnik je geometrijski pripomocek za izracun koeficientov binomskega simbola
[10], ki ga pogosto uporabimo pri niZjih potencah binoma. Kot primer navedimo cetrto
potenco binoma:

(a + b)* = 1a* + 4a3b + 6a*b? + 4ab® + 1b*. (2)

V enacbi (2) smo odebelili koeficiente pred €leni, ki so Stevilke iz Cetrte vrstice v Pascalovem
trikotniku (zaradi analogije s potenco binoma enico na vrhu Stejemo kot vrstico z zaporedno
Stevilko ni€), predstavljenem v Tabeli 1. Zaradi preglednosti smo pripisali tudi koeficienta 1 pri
prvem in zadnjem ¢lenu.

Pri velikih potencah binoma Pascalov trikotnik ve¢ ni prakticno uporaben, zato takrat
uporabljamo binomski simbol:

(a + b)"=(g)a™b® + (Pa™*b* + (3)a™ 2b*+...+(,",)a*b"* + (F)a’b".
(3)

Binomski simbol zapiSemo z dvema Stevilkama n in r v oklepaju eno nad drugo: (f) in

imenujemo nnadr.

Binomski simbol izratunamo tako, da v imenovalec ulomka zapiSemo produkt prvih
zaporednih stevil od 1 do r, v Stevec pa produkt zaporednih naravnih Stevilod ndo n - r. Za
laZjo predstavo zapiSimo primer:

5'4-3

(5) =—5=10, (a)

koliko je tudi tretji (prvi Clen, tisti na levi poSevni vrstici tudi tukaj oznadimo z zaporedno
Stevilko nic) Clen v Cetrti vrstici Pascalovega trikotnika v tabeli 1. Binomski simbol splosno
zapiSemo z matemati¢no operacijo »n fakulteta«, ki jo ozna¢imo z n! in pomeni produkt prvin
n zaporednih naravnih Stevil:

n=1-2-3-..-(n—1)'n. (5)

Binomski simbol, zapisan s to novo matemati¢no operacijo, ima obliko:

9



M) =——. (6)

ri(n—r)!

Iz enacbe (6) lahko vidimo, da je vrednost binomskega simbola »n nad ni¢« zmeraj enaka 1,
prav tako je binomski simbol »n nad n« zmeraj enak 1, zato sta v Pascalovem trikotniku v vsaki
vrstici na levi in desni strani vrednosti 1.

Prav tako vidimo, da ima druga levi poSevni stolpec in predzadnji desni poSevni stolpec (to so
Stevilke, ki so na levi ali desni strani ob vrednosti 1) zmeraj vrednost enako zaporedni stevilki
vrstice to je n.

Oglejmo si nekaj primerov:

H=7=2 (7a)
) ="2=3 (7b)
) ="=4, (7¢)

Pascalov trikotnik, zapisan z binomskimi simboli, ima obliko, kot je razvidno v spodnji Tabeli 4.

() () GG Q6

Tabela 4: Prvih Sest vrstic Pascalovega trikotnika zapisanega z binomskimi simboli
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Tudi obratni Leibnizev trikotnik (imenovalci) lahko zapiSemo z binomskim simbolom (Tabela
5), in sicer:

n!

(n+1)-(:f)=(n+1)-

(8)

ri(n-r)!

Pri¢emerstan = 0inr = 0inn predstavlja vrstice, r pa elemente v vrsticah.

(o) o0 oG oG @) ()

Tabela 5: Prvih Sest vrstic Leibnizev trikotnik (imenovalci) zapisanega z binomskimi simboli
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3. Stevilo navpiénih poti do vrha Pascalovega trikotnika

Zanimivo vprasanje je, koliko je razlicnih moZnih poti od nekega Stevila navzgor do vrha
Pascalovega trikotnika, tj. do Stevilke 1 na vrhu. Za pot navzgor do vrha Stejemo poti, ki so iz
neke vrstice usmerjene navzgor, bodisi levo ali desno, ne Stejejo pa poti, ki bi imele kakrsen
koli korak vodoravno, torej levo ali desno, znotraj posamezne vrstice. Dokler vrstica vsebuje
malo €lenov, tj. dokler gre za vrstice, ki ustrezajo majhni potenci binoma, je teh poti malo in
jih lahko ugotovimo s poskusanjem. Poti je tem vec, ¢im bolj na sredini trikotnika je izbrani
¢len, saj je v tem primeru vec razlicnih moznih izbir levo ali desno pri prestopu v visjo vrstico.
Ce se v vi§jo vrstico premaknemo do leve $tevilke, bomo to imenovali levi posevni stolpec in
oznacimo z L, v kolikor pa se pri prehodu navzgor premaknemo desno, pa bomo to imenovali
desni posevni stolpec in oznaCimo z D. Oglejmo si nekaj primerov in poskusimo ugotoviti
splosno pravilo.

Zacnimo s prvo vrstico in vidimo, da je moZna le ena pot navzgor, bodisi desni poSevni stolpec
iz leve enice ali levi poSevni stolpec iz desne enice.

1

2

1 1

V drugi vrstici je skrajno levo Stevilo 1 in edina moZna pot navzgor je desni poSevni stolpec do
Stevila 1 v drugi vrstici in Se enkrat desni poSevni stolpec do enke na vrhu (modra puscica). To
je edina mozna pot navzgor. Enako je edina mozna pot navzgor od desne enice, dva koraka po
levem posSevnem stolpcu (rdeca puscica). To velja splosno. Iz katere koli vrstice je od enic na
robu trikotnika, zmeraj mozna le ena pot navzgor tista, ki vodi po robu trikotnika.

Ena moZnost je levi posSevni stolpec in nato desni poSevni stolpec, oznacena z dvema modrima
puscicama. Druga moznost pa je desni poSevni stolpec in nato levi poSevni stolpec, oznaceno
z rdecima puscicama. Od dvojke imamo dve razli¢ni mozni poti do vrha (LD ali DL). Vidimo, da
je iz tretje vrstice do vrha toliko razli¢nih poti, koliko je vrednost Stevila, od katerega gledamo
te poti.

Pois¢imo moZne poti iz tretje vrstice. Zgoraj smo Ze ugotovili, da je od vsake skrajne enice
mozna le po ena pot. Poglejmo Se mozZne poti od ene izmed trojk, zacnimo npr. z levo trojke.
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3 1

Ena moZna pot je levi poSevni stolpec do enice vrstico visje in nato dve desni diagonali do vrha,
kot prikazujejo ¢rne puscice. Druga moznost pa je desni poSevni stolpec do Stevila dva, od
koder smo pri analizi druge vrstice ugotovili, da do vrha vodita dve poti, kot prikazujejo rdece
in modre puscice. Skupaj smo torej od Stevila tri nasli tri razlicne poti do vrha (LDD, DLD in
DDL). Zaradi simetrije so tri razlicne moZne poti tudi od desnega Stevila tri.

Stevilo tri smo dobili kot vsoto $tevil 1 od katere je le ena pot navzgor in $tevila dva, od koder
pa sta dve poti navzgor. Do zdaj lepo velja, da je Stevilo poti navzgor res enako Stevilki, od
katere jih Stejemo. Ker Stevila v spodnjih vrsticah dobimo kot vsoto dveh Stevil v visji vrstici,
to pa pomeni tudi Stevili razli¢nih poti, Ze daje slutiti, da kot se seStevajo Stevila, se seSteva
tudi Stevilo razli¢nih poti in bo res obveljalo pravilo, da je Stevilo razli¢nih poti enako Stevilu,
od katerega jih Stejemo.

Naslednja je Stevilka 4 v Cetrti vrstici. Enako kot vrstico visje tudi tukaj vidimo, da je od Stirice
mozna pot levi poSevni stolpec do enice in potem trikrat po desnem poSevnem stolpcu do
enice na vrhu, oznaceno z zelenimi puscicami. Druga moznost pa je desni poSevni stolpec do
trojke in nato tri razlicne mozne poti do vrha, kot smo to prej ugotovili pri analizi Cetrte vrstice.
Skupaj od Stirice vodijo do vrha Stiri razlicne poti (LDDD, DLDD, DDLD in DDDL), oznacene z
rdec¢imi, modrimi, ¢rnimi in zelenimi puséicami.

1

>
1
72
1 2
1 >\3/<
2

1 4 6 4 1

1

3 1

Naslednja v tej vrstici je Stevilka 6.
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Od Sestice se v visjo vrstico lahko premaknemo po levem poSevnem stolpcu do levega Stevila
tri v viji vrstici. Od tod pa navzgor peljejo tri razli¢ne poti, kot kazejo ¢rna, modra in rdeca
puscica in smo raziskali Ze v prejsnji vrstici.

Od Sestice pa se lahko premaknemo tudi po desnem poSevnem stolpcu do gornje trojke, od
koder prav tako navzgor vodijo tri razlicne poti, oznacene s ¢rtkanimi pus¢icami ¢rne, modre
in rdece barve. Skupaj od Stevila Sest do vrha vodi Sest razli¢nih poti.

Do zdaj smo zmeraj nasli do vrha toliko razli¢nih poti, kot je vrednost Stevilke, od katere smo
iskali poti do vrha. To nas navaja do sklepa, da je Stevilo razli¢nih poti do vrha enako Stevilu,
od katerega iS¢emo poti do vrha. Pravilo sem preverila Se za naslednje tri vrstice, ¢esar pa ne
bom prikazovala, saj postanejo Stevila Ze zelo velika in zaradi tega prikaz razlicnih poti
nepregleden, zato za naslednjo vrstico le zapiSem, kako sem sestela poti do vrha in kako
ugotovila, da je Stevilo poti do vrha zmeraj enako Stevilki, od katere jih iS¢emo.

1 5 10 10 5 1

V Sesti vrstici imamo ob levi enki Stevilo pet. Enako kot v visjih vrsticah imamo dve moznosti.
Levi posevni stolpec do enke, od koder ena pot do vrha. Desni poSevni stolpec pa do Stirice,
od koder pa smo ugotovili, da so Stiri poti do vrha. Skupaj je torej 1 + 4 = 5 poti do vrha.

Desno v tej vrstici je Stevilo 10. Spet imamo dve moZnosti. Levi poSevni stolpec nas vodi do
Stevila 4, od koder smo prej raziskali, da so Stiri poti do vrha. Desni poSevni stolpec pa nas vodi
do Stevila 6, od koder je Sest poti do vrha. Skupaj torej 4 + 6 = 10 razli¢nih poti do vrha.

Splosno pravilo izhaja kar iz pravila za racunanje Pascalovega trikotnika. Spodnje Stevilo je
vsota gornjih dveh. Stevilo razliénih poti od gornjih dveh je enako tema dvema $tevilkama.
Stevilo razliénih poti od spodnje Stevilke je vsota $tevila razliénih poti od gornje leve $tevilke
in gornje desne Stevilke. To pa je kar vrednost spodnjega Stevila, ki je namre¢ tako tudi
izracunano, da seStejemo obe gornji Stevilki. |1z tega vidimo, da je Stevilo razli¢nih poti res
enako Stevilki, od katere iS¢emo poti do vrha.

V literaturi sem nasla narisane razlicne poti do vrha in res se je zmeraj izkazalo, da se jih je
toliko, kot je vrednost same Stevilke. Nikjer pa nisem nasla zapisanega sploSnega pravila, da
to zmeraj velja. SploSno pravilo izhaja iz pravila Pascalovega trikotnika, da je spodnja Stevilka
vsota gornjih dveh, s tem pa je tudi Stevilo poti enako vsoti razlicnih poti do gornjih dveh.
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Opisano preiskovanje iz vrstice v vrstico je postreglo tudi z enostavnim in zanesljivim nacinom,
kako dejansko poiskati vse razlicne poti. Dokler nisem tega pocela iz vrstice v vrstico, ampak
sem zacela na neki spodnji vrstici, sem kaksSno izmed razli¢nih poti tudi spregledala. Pravilo
iskanja poti izhaja iz pravila Pascalovega trikotnika. S pomocjo tabele 4 sem povezala iskanje
poti s kombinatoriko.

3.1. Kombinacije brez ponavljanja

Pascalov trikotnik se uporablja tudi pri kombinacijah, pri Stetju, kjer vrstni red ni pomemben.
Imamo mnozico z n razlicnimi elementi in iz nje izbiramo 7 razli¢nih elementov, s katerimi
Zelimo oblikovati razlicne kombinacije, kjer pa vrstni red ni pomemben.

Kot primer si oglejmo Stevila 1, 2, 3, in 4 (n = 4), pa poglejmo, koliko razli¢nih parov Stevil
(r = 2)lahko izberemo? Nastejmo vse moznosti: (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4). Pare
Stevil izbrane v obrnjenem vrstnem redu, npr. (1, 3) in (3, 1) Stejemo kot en par, zato tako
izbiro imenujemo kombinacije brez ponavljanja.

Pare smo izbirali tako, da smo najprej vzeli enega in zraven dali vse preostale mozne, taki pari
so bili trije, v sploSnem torej (n — 1), ¢e je n Stevilo vseh, izmed katerih izbiramo. V naslednjem
koraku smo vzeli drugi element in mu spet dodali vse preostale mozne. Taka para sta bila dva
oz. v splosnem (n — 2) moznosti in na koncu Se zadnji par.

Velja pravilo, da stevilo kombinacij brez ponavljanja tako izracunamo na naslednji nacin:

‘(n=1)-...(n-r+1 !
C£=n(n ).o(n-r+1) n =(n)’ 9)

! - ri-(n—-r)! r

kjer je Crrl Stevilo kombinacij brez ponavljanja.
V mojem primeru n predstavlja $tevilo korakov navzgor. Stevilo r predstavlja tevilo korakov
levo posevno navzgor. Stevilo (n — r) pa predstavlja tevilo korakov desno posevno navzgor.
Svojo trditev sem preverila na enem primeru.

5! 54321
20(5-2)!  2-1-3-21

Primer: (g) = 10

Do vrha imamo pet korakov navzgor. Premikamo se lahko levo poSevno navzgor ali pa desno
posevno navzgor. V vsakem primeru bomo $li dvakrat levo posevno navzgor in trikrat desno
posevno navzgor (LLDDD). Pois¢emo lahko natanko 10 kombinacij.

1. LLDDD 4. LDDLD 7. DDLLD 10. DLDLD
2. LDDDL 5. DDDLL 8. DLDDL
3. LDLDD 6. DDLDL 9. DLLDD

S tem sem svojo trditev, da je Stevilo razlicnih poti res enako Stevilki, od katere iS¢emo poti
do vrha, Se dodatno utemeljila.
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4. Primerjava Pascalovega in Leibnizevega trikotnika

Pascalov in obrnjeni (inverzni) Leibnizev trikotnik imata vec podobnosti. To izhaja iz pravila, da
so pri obeh trikotnikih elementi izracunani tako, da sestejemo sosednje Stevilke bodisi zgornje
ali spodnje vrstice.

4.1. Primerjava sosednjih vrstic v Pascalovem in Leibnizevem trikotniku.
Zapisimo eno izmed vrstic obeh trikotnikov in primerjajmo Stevilke. Enacbo (2), v kateri smo
zapisali Cetrto potenco binoma, zdaj zapiSimo za poseben primer, kojea = xinb = 1:

(x + D* = 1x* + 4x3 + 6x? + 4x! + 1x°. (10)

Posebej smo odebelili Stevilke iz Pascalovega trikotnika (1, 4, 6, 4, 1) in potence, v katerih je
spremenljivka x. Za laZje ra¢unanje smo x zapisali kot x1 in $tevilo 1 kot x°.

Izkaze se, da je s temi ¢leni na poseben nacin povezana tretja (torej ena vrstica visje)
obrnjenega Leibnizevega trikotnika (imenovalci). Ce namre¢ izratunamo produkte $tevilk v
Pascalovem trikotniku in pripadajoc¢o potenco, dobimo Stevilke v prej$nji vrstici Leibnizevega
trikotnika.

1-4=4; 4-3=12; 3:-4=12; 4-1=4

4 12 12 4

To velja tudi za druge pare vrstic Pascalovega in Leibnizevega trikotnika.

Produkt koeficienta pred ¢lenom potence in potence pa je pravilo, kako se izracuna odvod
potenéne funkcije f(x), kar ozna¢imo s funkcijo f'(x) (imenujemo jo »f ¢rtica«) in funkciji
izraCuna njeno strmino. Pravilo je, da se potenca pomnoiZi s koeficientom, potenca pa se
zmanjsa za ena:

f)=ax">=f'"(x)=a-n-x0D, (11)

Zaradi tega, ker se potenca zmanjsa za ena, izbrano vrstico Pascalovega trikotnika, primerjamo
z eno vrstico viSje v obrnjenem Leibnizevem trikotniku (imenovalci).
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4.2. Figurativna Stevila v Pascalovem in Leibnizevem trikotniku
Mnogokotnisko ali figurativno Stevila je v matematiki Stevilo, ki ga lahko predstavimo s
Stevilom tock, razporejeno v dogovorjeno matematicno strukturo [11].

4.1.1. Trikotniska Stevila v Pascalovem in Leibnizevem trikotniku

NERY LY LY ALY )
g \T) ma/\zao )wl b&l /\‘ ‘
5 s‘u 6!0 soaLsz A3
Y1
1601\340 F‘zw MJ)Q,\D

p 95 ‘HO 210 2771LH\0 UG 495 TH H A

1980 3%0 SSM S)M 3%0 WRU 660 HI 1 P!
O I | I T o T ol By T ‘
5 L1031 ovz 10265 643 | 3860 s>e 1% |13

IAOIA zmzt amj 00} w* 091J \aII u ‘

m/]\mjmso),;zw w)w@ A/\

7 o:éwmmm]ws 37840 | zso] Iw] 3
(”1 20401952\, T}M] 7425 11 3b 36 94430\

Slika 1: Trikotniska Stevila v Pascalovem trikotniku Slika 2: Trikotniska Stevila v Leibnizevem trikotniku

Trikotnisko Stevilo je v matematiki Stevilo, ki predstavlja Stevilo objektov, ki jih lahko
razmestimo v obliko (enakostrani¢nega) trikotnika. Trikotniska Stevila so poseben primer
splosnejsih figurativnih (oziroma mnogokotniskih) stevil.

=1 To=3 . STy =6 5 . Ty=10 . T5=15

' - AVAY \\ \\\ .\\

Slika 3: Trikotniska Stevila [11]

Po dogovoru je 1 prvo trikotnisko Stevilo. Sledijo pa: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78,
91, 105, 120, 136, 153, 171, 190, 210, 231, 253, ...

Splosni ¢len trikotniskih Stevil je:

n(n+1)

T, = >

(12a)
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Ugotovitev ni sluajna, ampak izhaja in tega, da so v tretji poSevni vrstici Pascalovega trikotnika

Stevila zapisana z binomskim simbolom ("1 1).

Iz enacbe (6) pa lahko vidimo, da je vrednost:

(nzl) _ (n+1)! _ (n+1)n-(n-1)! _ (n+1)n . neN (12b)

(n+1-2)!-2! (n—1)1-2! 2

Pa poglejmo Se drugo poSevno vrstico Leibnizevega trikotnika:
111 1 1 1

2°6°12°20°30°42" "
In sicer:
1 1 1 1 1 1

2-1'2-3’2-6’2-10°2-15"2-21""

Opazimo, da so vimenovalcih dvakratniki trikotniskih Stevil.

V drugi poSevni vrstici obrnjenega Leibnizevega trikotnika (imenovalci) velja:

(m+1)n! _ (n+1)n-(n-1)!
(n-1)r1! (n-1)!

n+1(}) = =(n+1)n; neN (12¢)

V enacbo (12c) ugotovimo, da so to dvakratniki trikotniskih Stevil.

4.2.2. Tetraedrska stevila v Pascalovem in Leibnizevem trikotniku

00CPLPOOVO O
ooe@@@@@@@oo Y (i iy 6 iy Dy B T S B i
0@@@@@@@@@00 Qz xso‘zeea/ &3 | jaaes ) o7 e a3 ) 6o | 856 ) 756
1YL il 1 1 1Y Dy 8 By K Ty < B )
0@@@@@@@@@0 I\_f’L\EZ | 1092 ‘ l‘i“;ﬁ?] Zwl‘,l\llolll VBO\B]V@O‘ {ooal 1\092[ 182 | " N
BOO0" S L CEOCON L?E s Blelblbwlslublblelbl ]
16_| 240 11680 1 7280 121840 | 48048 | 80080 11029601102960| 80080 | 48048 | 21840 | 7280 | 760 | 240 | 76 )
@0t coccecsccccoo NG it f
Slika 4: Tetraedrska Stevila v Pascalovem trikotniku Slika 5: Tetraedrska Stevila v Leibnizevem trikotniku

Tetraedrsko Stevilo je v matematiki Stevilo, ki predstavlja Stevilo objektov, ki jih lahko
razmestimo v obliko tetraedra.
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Po dogovoru je 1 prvo tetraedrsko Stevilo. Sledijo pa:

1, 4,10, 20, 35, 56, 84, 120...
Tetraedrsko Stevilo dobimo z vsoto zaporednih trikotniskih stevil.
h=T+T,=1+3=4

®
o0 _—9@
o o
®
oo o——— &— 9
—o .1’:;‘_.
@
< ® ®
& .70 — —e— —@
@ ,,’,.,”,.. ®
@

Slika 6: Peto tetraedrsko Stevilo [11]

_ n(n+1)(n+2)

:T;L 6

(13a)

V cCetrti poSevni vrstici Pascalovega trikotnika so Stevila zapisana z binomskim simbolom (n;rz)_

Iz enacbe (6) lahko vidimo, da je vrednost:

(n;—Z) _ (n+2)! _ (n+2)-n+1)n-(n-1)! _ (n+2)-(n+1)-n'_ neN (13b)
(n+2-3)!-3! (n—-1)!-3! 3-2-1

Pa poglejmo Se tretjo poSevno vrstico Leibnizevega trikotnika:

11 11 1 1

In sicer:

1 1 1 1 1 1
3-1'3-4’3-10'3-20°3-35'3-56" "

Opazimo, da so vimenovalcih trikratniki tetraedrskih stevil.

V tretji poSevni vrstici obrnjenega Leibnizevega trikotnika (imenovalci) velja:
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= ; NMEN (13¢)

n+1\ _ m+2)(n+1)! _ (n+2)(n+1)n-(n-1)! _ (n+2)- (n+1)n
(n+ 2)( 2 )_ 20(n-1)! 2-(n-1)! 2

Z enacbo (13c) ugotovimo, da so to trikratniki tetraedrskih Stevil.

4.3. Nogavice v Pascalovem in Leibnizevem trikotniku

Slika 7: Nogavice v Pascalovem trikotniku Slika 8: Nogavice v Leibnizevem trikotniku

V Pascalovem trikotniku velja, da je vsota prvih n Stevil iz neke poSevne vrstice enaka n-temu
Stevilu iz naslednje poSevne vrstice.

Nogavice (oziroma hokejske palice) veljalo iz prejSnje lastnosti Stevil po poSevnih vrsticah.
Primeri:

1+1+1+1+1+1=6

1+4+9+45+ 165 =220

1+6+21=28

Vse nogavice se zacnejo v enki na robu Pascalovega trikotnika, lahko so razli¢no dolge, vse pa
imajo enako velika stopala.

Nogavice zaznamo tudi v Leibnizevem trikotniku. Vsota Stevil v drugi poSevni vrstici je enaka
1.

1 1 1 1 1 1
-t =+ —+ —+ =+ =
2 6 12 20 30 42
1 1 1 1 1 1
=—+—F —+ —+ —+ —+ =
1-2 2:3 34 4-5 56 67
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= oo - oot =-=1
1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 1
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Podoben racun pa pokaZe, da je vsota Stevil v tretji poSevni vrstici enaka % [12]

4.4, Cvetovi v Pascalovem in Leibnizevem trikotniku

Slika 9: Cvetovi v Pascalovem trikotniku Slika 10: Cvetovi v Leibnizevem trikotniku

Zmnozek Stevil v rdecih cvetnih listih je enak zmnozku stevil v modrih cvetnih listih.
Primer v Pascalovem trikotniku.

6-35-10 = 2100

5-21-20 = 2100

Primer v Leibnizevem trikotniku.

1 1 1 1
42 280 60 705600
1 1 1 1

30 140 168 705600

Ugotavljam, da ta lasnost velja v obeh trikotnikih.

Tudi to ni naklju¢je ampak izhaja iz binomskega simbola v Pascalovem trikotniku, kjer z modro
barvo oznac¢immodre »liste«, z redeco pa rdece »liste«. S érno barvo pa je oznacen sredinski

(o) ()

»list«.
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Produkt modrih listov:

(o) G- () -

- (n—1)! _ n! _ (n+1)!
=D n=-1-0-D)! +D-(n=C+D) r-(n+1-1)!
(n—1)! n! (n+1)!

T r-Dl-n-1)! t+D-(n—r—D! rl-(n—r+ 1)

m=—1D!-n-(n+1)!
r—D!r-r+D!-(n—r)!-n—r—-D-(n—r+1)!

Produkt rdecih listov:

("2 )C)- G

_ (n—1)! . n! . (n+1)!
rlrn=1-1)! r=-DI"-n—-@C-D)! r+D-(n+1-(+1)!
(n—1)! n! (n+1)!

M n—r—D! r=Dl-(n—r+D! G+ -1

_ n—D!n-(n+1)!
=D+ D)= (n=r=-D!-(n—-r+ 1!

S tem sem dokazala, da je produkt v modrih in produkt v rdecih cvetnih listih res vedno enak.

4.5. Veckratniki v Pascalovem in Leibnizevem trikotniku (imenovalci)

Pri prebiranju literature sem zasledila zanimive barvne sheme Pascalovega in obrnjenega
Leibnizevega trikotnika (imenovalci). Opazila sem, da se pri barvanju veckratnikov naravnih
stevil (2, 3, 4, 5...), pojavljajo zanimivi vzorci (trikotniki). Zanimalo me je vec o teh trikotnikih.

Vsa Stevila v n-ti vrstici (pa naj gre za vodoravne ali poSevne) so veckratniki Stevila n.
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Slika 12: Veckratniki Stevila 2 [2] v obatnem

Leibnizevem trikotniku (imenovalci)

Slika 11: Veckratniki Stevila 2 v Pascalovem trikotniku [1]

Slika 14: Veckratniki Stevila 3 v obratnem

Slika 13: Veckratniki Stevila 3 v Pascalovem trikotniku [1]

Leibnizevem trikotniku (imenovalci) [2]

Slika 16: Veckratniki Stevila 4 v obratnem

Slika 15: Veckratniki Stevila 4 v Pascalovem trikotniku [1]

Leibnizevem trikotniku (imenovalci) [2]
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Slika 17: Veckratniki Stevila 5 v Pascalovem trikotniku [1] Slika 18: Veckratniki Stevila 5 v obratnem

Leibnizevem trikotniku (imenovalci) [2]

Zasledila sem, da je to fraktal znan kot trikotnik Sierpinskega. Fraktal je oblika, ki se neskonéno
ponavlja, ne glede na to, kako majhna/velika je.

A A
A A A A LA LA
AAAAAAAA AMAMAMAM

Slika 19: Trikotnik Sierpinskega [13]
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5. Zakljucek

Pascalov in Leibnizev trikotnik sta zelo zanimiva matemati¢na objekta, ki sta po svoji naravi
zelo razli¢na, kazeta pa nekatere podrobnosti.

Vsak po svoje sta tudi uporabna na razlicnih podro¢jih v matematiki, pa tudi v fiziki, kemiji,
biologiji in naravoslovju.

Bolj znan je Pascalov trikotnik, ki ga tudi uéenci bolj poznamo in je narejenih vec raziskav. Moja
najpomembnejsa preiskava se mi zdi ugotovitev, da je Stevilo razlicnih poti od nekega stevila
v Pascalovem trikotniku enako temu Stevilu, od katerega poti iS¢emo. Da je tako, sem videla
v vec raziskovalnih nalogah, vendar so vsi to potrjevali le z navedbo poti, nekateri so jih tudi
zelo veliko navedli. Nikjer pa nisem zasledila sploSnega pravila in razlage, zakaj je to zmeraj
tako, zato se mi zdi pomembna ugotovitev, da je Stevilo poti kar vsota zgornjih Stevilk in to
tako do vrha trikotnika. Iskanje pravila sem povezala tudi s kombinacijami brez ponavljanja, ki
jih izracunamo s pomocjo binomskega simbola.

Zanimiva je tudi preiskava podobnosti med sosednjimi vrsticami v Pascalovem in Leibnizevem
trikotnikom, ki sem jo v tej raziskovalni nalogi le prikazala, podrobnejsa preiskava pa je Se
naloga za v prihodnje.

Na koncu sem preiskala nekaj lastnosti v Pascalovem in Leibnizevem trikotniku. Bolj sem se
osredotocila na obrnjeni (inverzni) Leibnizev trikotnik, trikotnik z imenovalci. Zaznala sem
trikotniSka in tetraedrska Stevila. Poiskala sem nogavice oziroma hokejske palice v obeh
trikotnikih. Preverila sem tudi produkte okrog posameznega Stevila, tako imenovane cvetove.
Zanimivo mi je bilo tudi iskanje veckratnikov v obeh trikotnikih.
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