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Povzetek

Nad premer polkroga nariSemo manjse polkroge tako, da se vsi polkrogi med seboj dotikajo in
je vsota dolzin premerov vcértanih polkrogov enaka dolzini premera vecjega polkroga. V
raziskovalni nalogi razi§¢emo, v kak§nem odnosu je vsota dolZin na¢rtanih polkroznic z dolZino
vecje polkroZnice. Prav tako razis¢emo v kak$nem odnosu so plo§¢ine manjsih polkrogov glede
na plos¢ino vec¢jega polkroga. Glede na ugotovitve le-te prenesemo na v¢rtane celotne kroZnice
(kroge) v vecji krog. Ugotovoljene lastnosti preverimo v kvadratu, ki mu vértamo manjse

kvadrate.

Kljucne besede: krog, kroznica, plos¢ina kroga, obseg kroga




1. UVOD

Poglejmo sliko (Slika 1). Nad premerom kroga so nacrtane tri polkroznice z razli¢nimi premeri.

Zato so razli¢nih dolzin tudi polkroznice manjsih polkroznic.

Slika 1: polkroZnice nad premerom

Zelimo izratunati dolZino manjsih polkroznic in to dolZino primerjati z dolZino polkroZnice
prvotnega polkroga. Raziskati zelimo, kako je vsota dolzin manjSih polkroznic povezana z

dolzino prvotne polkroznice, ¢e povecujemo Stevilo manjsih polkroznic.

Na naslednji sliki (Slika 2) so obarvani polkrogi. Zelimo izradunati vsoto plo§éin polkrogov in

jo primerjati s plos¢ino prvotnega (vecjega) polkroga.

Slika 2: polkrogi nad premerom

Raziskati zelimo kako je vsota plos¢in manjSih polkrogov povezana s plos¢ino prvotnega

polkroga, ¢e povecujemo Stevilo manjsih polkrogov.

Na obe vprasanji bomo poiskali odgovor tudi glede na to ali so polkroznice (polkrogi) z enakim
ali razlicnimi polmeri (premeri). Zato najprej poglejmo nekaj osnovnih lastnosti kroznice in

kroga.




2. KROG IN KROZNICA

Kroznica in krog sta osnovna geometrijska pojma, ki ju obravnavamo v matematiki. Kroznica
je mnozica vseh tock v ravnini, ki so dolo¢ene z enako razdaljo od sredis¢a. Krog je lik, kjer so
vse toCke na kroznici oddaljene od sredi$¢a za polmer ali manj. Oglejmo si nekaj klju¢nih
lastnosti in postopkov, povezanih s kroznico (Slika 3) in krogom (Slika 4).

Sredis$ce kroZnice je tocka (S), od katere so vse tocke na kroznici enako oddaljene.

Polmer kroznice (r) je razdalja med srediS¢em in katerokoli tocko na kroznici.

Krozni lok je del kroznice med dvema to¢kama.

Krozni izsek je del kroga (lik), omejen s polmeroma in kroznim lokom.

.....

th

izsek

I - lok 1
Slika 3: kroznica

Krog je lik, omejen s kroznico. H krogu pripadajo vse tocke, ki so od srediS¢a oddaljene za
polmer ali manj.

Obseg kroga je dolzina kroznice. Izratunamo s formulo 2z, kjer je # matemati¢na konstanta

priblizno enaka 3.14.

Plos¢ina kroga je velikost ploskve. Plo¢ino kroga izratunamo s formulo 772,
Polkrog (polovica kroga) je lik, omejen s premerom kroga in polovico kroznice.
Tangenta je premica, ki se dotika kroZnice v eni tocki. Je pravokotna na polmer.

Sekanta je premica, ki seka kroznico v dveh tockah.

tangenta

Slika 4: krog

e ——




3. POLKROZNICE Z ENAKIM POLMEROM

V nadaljevanju razis¢imo dolZine polkroZnic nad premerom pokroznice.

3.1 VSOTA DOLZIN VSEH POLKROZNIC
Primerjali bomo vsoto dolzin manjsih lokov z dolZino loka vecje polkroznice.

Naj bo premer vecje polkroznice dolg d, torej je polmer kroznic r (Slika 5) in d = 4r.

&!

Slika 5: dve polkroznici z enakim polmerom

" ey 2w .
Dolzino loka polkroZnice izratunamo kot, £ = — ali mr .

Lok vecje polkroznice ozna¢imo z 4.

Zapisimo vsoto dolzin obeh polkroznic, € + € = 2nr.

2m-2r

Zapisimo Se dolzino loka #; = = 2nr. Pri tem upostevamo, da je polmer vedje polkroznice enak

d=2r.

Ugotovimo, da je vsota dolzin obeh polkroznic enaka dolzini vecje polkroznice.

Kaj pa ce je Stevilo manjsih polkroznic ve¢je? Recimo, da nad premerom vecje polkroznice
lezijo 3 manjSe, skladne polkroznice. Potem je premer vecje polkroznice enak d = 67, kjer z

r ozna¢imo polmer manjSe polkroznice.

Slika 5: tri polkroZnice z enakim polmerom

d = 6r

" ey 27 .
Dolzino loka polkroznice izratunamo kot £ = — ali nr .




Lok vecje polkroznice spet oznaimo z ;.

Zapisimo vsoto dolzin polkroznic, £ + € + € = 3nr.

2m-3r

ZapiSimo Se dolzino loka ¢, = = 3nr. Pri tem upoStevamo, da je polmer vecje

polkroznice enak d = 37-.

Spet ugotovimo, da je dolzina vecje polkroznice enaka vsoti dolzin manjsih treh polkroznic.

Poskusimo $e s Strimi (Slika 6) in s petimi (Slika 7) skladnimi polkroZnicami nad premerom.

g!

Slika 6: stiri polkroznice z enakim polmerom

d=8r

.- e ey 2w r .
Dolzino loka polkroznice izratunamo kot £ = — ali nr .

Lok vecje polkroznice spet oznacimo z ;.

Zapisimo vsoto dolzin polkroznic, ¢ + € + € + € = 4nr.

21-4r

ZapiSimo Se dolzino loka ¢, = = 3nr. Pri tem upoStevamo, da je polmer vecje

polkroznice enak d = 47~

Spet ugotovimo, da je dolzina vecje polkroznice enaka vsoti dolzin manjsih treh polkroznic.

Ce imamo 5 manjsih kroznic ugotovimo enako.

&!

Slika 7: pet polkroznic z enakim polmerom

d=10r




Zapi§imo vsoto dolzin polkroznic, £ + € + € + £ + £ = Snr.

2m57

ZapiSimo Se dolzino loka ¢, = = 5nr. Pri tem upoStevamo, da je polmer vecje

polkroznice enak d = 57.

Kaj pa, ce je stevilo manjsih polkroznic poljubno?

Naj bo premer vecje polkroznice poljuben (d) in Stevilo manjsih polkroznic z enakim

polmerom # (Slika 8).

Slika 8: n polkroznic z enakim polmerom

d = 2nr

. . d " oy .. .
Premer je torej d , polmer pa —. Ker ozna¢imo polmer ene manjse polkroznice z 7, je
2

2w v oy v .
L= S =T dolzina manjSe polkroZznice.

Vsota dolzin vseh polkroznic je potem £ + € + £ + £ + --- + £ = nm~, saj smo vertali n

polkroznic.

2mnr

ZapiSimo Se dolzino loka #; = =nmnr. Pri tem upoStevamo, da je polmer vecje

polkroznice enak d = ns~, saj je premer enak 2ns~.

UGOTOVITEV

Ko polkroznici nad premer nariSemo manjse, skladne polkroznice, je seStevek dolzin manjsih

polkroznic enak dolzini vec¢je polkroznice.




3.2 VSOTA PLOSCIN VSEH POLKROGOV

V prejSnjih primerih smo primerjali dolZine manjsih lokov z dolzino loka vecje polkroznice.

V tem delu raziskovalne naloge pa bomo raziskovali in primerjali plos¢ine polkrogov.
Primerjali bomo vsoto plos¢in vértanih polkrogov s plos¢ino vecjega polkroga.

Naj bo premer vecje polkroznice dolg d, torej je polmer kroznic r (Slika 9) in d = 4r.

Slika 9: dva polkroga z enakim polmerom

e oy . v Vs
Plos¢ino manjSega polkroga izratunamo kot, p = >

Ploscina vecjega polkroga je p;.

Zapisimo vsoto plo¢in obeh polkrogov, p + p = ms?.

-(21)?

ZapiSimo Se ploscino vecjega polkroga p, = = 2nr?. Pri tem upo$tevamo, da je polmer

vecje polkroznice enak d = 2.

Ker je plos¢ina veéjega polkroga enaka 2m#? in vsota plos¢in manjsih polkrogov ms2,

ugotovimo, da je vsota plos¢in obeh polkrogov polovica plos¢ine vecjega polkroga.

V nadaljevanju nad polmer polkroga naértamo tri skladne polkroge (Slika 10), pri tem je
d = 6r.

d=6r

Slika 10: tri]'e Bolkrogi z enakim polmerom

6




v o . 7'['(31‘)2 Tt'9‘r‘2
Plos¢ina ve¢jegajep; = —— = —

w372
2

2 .. v .
Plosc¢ina enega manjSega je p = %, ker so trije pa to pomnozimo stri,p + p + p =

Da ugotovimo, za koliko se vsota plos¢in manjsih polkrogov razlikuje od plos¢ine vecjega

972 o2 5 o
. X 2 _ m9r® _ 9 _
polkroga, delimo: —25 = > —a =3 =3
2

Ugotovimo, da je vsota ploscin manjsih polkrogov 3-krat manjSa od plos¢ine vecjega polkroga.

Poskusimo $e s Stirimi vertanimi polkrogi z enakim polmerom (slika 11).

Slika 11: stirje polkrogi z enakim polmerom

. 2 . 2
Ker je premer v zgornji sliki enak 87, je plos¢ina vegjega polkroga p; = = (;W) == 1264” =
8mr2.
. 2
Plos¢ina vseh manjsih vértanih polkrogoviep + p + p + p = = = 2nt,

Ko izra¢unamo koli¢nik ugotovimo, da je plos¢ina vecjega polkroga Stirikrat vecja od vsote

o ov.p 8mr?
plos¢in vseh manjsih, — = 4.
2nr

V¢rtajmo Se pet polkrogov z enakim polmerom (slika 12).

p1

d=10r
Slika 12: pet polkrogov z enakim polmerom
. 2 . 2
Plos¢ina veéje kroznice je p; = = (24‘) _ 2254~




- 572
2

Vsota plos¢in manjsih polkrogovjep + p + p + p + p =

2572 2
2> _ m-257 2
m-5r2 2 572
2

Izracunamo koli¢nik, to je Stevilo 5,

Ugotovimo, da je v tem primeru plos¢ina vecjega polkroga 5-krat vecja od vsote ploscin

manjSih polkrogov.

V naslednjem primeru pokazimo za poljubno Stevilo polkrogov. Naj bo n poljubno Stevilo

manjsih polkrogov z enakim polemrom r (slika 13).

d=2nr

Slika 13: n polkrogov z enakim polmerom

Ploscina vecjega polkroga je

a\? d2
T3 T d? 1 d?
G _eE e e
2 4 2 8
: : d
Premer malih polkrogov je 7 (n) = T
‘n

Ploscina enega vcrtanega polkroga je:

2 d2

2 d
(n) _n-(r(n)) N ”(ﬂ) Tz med? 1 _ - d?
» 2 2 2 4-n? 2 8-n?
. vy « m-d? . . v . v
Ker je ploS¢ina enega vertanega polkroga Sz nje n-Stevilo polkrogov, mnozimo z n:
- d? w-d?
n-pn) =n eZ = o




Da vidimo, za koliko je vsota plo§¢in manjsih polkrogov manjsa od plos¢ine vecjega polkroga,

izrac¢unamo koli¢nik

Ugotovili smo, da je vsota plos¢in manjSih polkrogov n-krat manjSa od ploS¢ine vecjega

polkroga.

UGOTOVITEV

Vsota plos¢in manjsih polkrogov je od ploscine vecjega polkroga n-krat manjsa, ¢e je n Stevilo

vértanih polkrogov.

4. NESKLADNI POLKROGI NAD PREMEROM

V prejsnjih primerih smo pokazali, kaj se dogaja z vsoto dolzin polkroznic in z vsoto plos¢in
polkrogov z enakim polmerom nad premerov ecjega polkroga. V nadaljevanju razis¢imo vsoto

dolZin polkroznic in vsoto plos¢in polkrogov z neskladnim polmerom.

4.1 VSOTA DOLZIN NESKLADNIH POLKROZNIC

Za zacetek bomo poskusili v polkrog s premerom d; vstaviti dve neskladni polkroznici (slika

14).

Slika 14: dve polkroznici z razli¢énim polmerom




V tem primeru sta premera teh dveh neskladnih polkroznic v razmerju 2:1, torej je premer

d, =§ d, in premer loka d; = % d,.

Nato lahko izracunamo dolzine lokov, kot smo pri skladnih polkroznicah:

27TT1 d1

£, = =nr = -0
1 2 1 2
‘€2: T[TZ: TTL—
d

‘€3: 7TT3= ?177:

2d d 3d d
b+l ="n+2n="n=2n

6 6 6 2
‘€2+‘€3:’€1

Ugotovili smo enako, kot pri vertanju skladnih polkroznic, da je vsota dolzin dveh manjSih

neskladnih polkroznic enaka dolzini vecje polkroznice.
Poglejmo sSe dva primera.

Naj bosta premera v razmerju 3 : 1 (slika 15).

Slika 15: dve polkroznici s premeroma v razmerju
3:1

Tukaj sta premera neskladnih polkroznic v razmerju 3:1, torej je d, = % d,ind; = idl'

Spet lahko izracunamo dolzine lokov (polkroZznic):

dy

‘gl == T[T‘l == 77-[

‘gz = 7TT2 = ?T[
dy

‘€3 —_ 7TT3 —_ ? T

10



3d d 4d d
l+l0;=—=m +=n="2n==n

8 8 8 2
‘€2+‘€3:’€1

Spet je vsota dolzin dveh manjsih neskladnih polkroZnic enaka dolZini vecje polkroznice.

Naj bosta sedaj premera v razmerju 3 : 2 (slika 16).

Slika 16: dve polkroznici s premeroma v razmerju
3:2

Tukaj sta d, in d3 v razmerju 3:2, zato je d,= §d1 ind; = é d,. IzraCunamo

dy

= =7
1 2

3d
t,=nr,= —n
2 2 o

2d
.= mr, = —
3 3 o
3d 2d 5d d
rn+—=2n="n==n
10 10 10 2
‘€2+‘€3:’€1

Tudi v tem primeru je vsota dolzin v€rtanih manj$ih polkroznic enaka dolZini ve¢je polkroznice.

Kaj pa ¢e ne poznamo razmerja med d, in d;? Torej da sta premera kroznic popolnoma

poljubna (slika 17)?

Slika 17: dve polkroznici s poljubnima
polmeroma

11



Vemo, da sta d, in d; deleza d;. To lahko zapiSemo tako, ¢e uposStevamo, da sta n in m neki

naravni Stevili in da ima m manjs$o vrednost kot #, potem je

(n-m) d,

dZZT lnd3:

m'dl

n
Vemo, da je premer d; vsota d, in d3, zato ga lahko zapiSemo tako:

d _ (TL—m) d1 + m'dl _ ndl—mdl + mdl _ dl
1 — - - .

n n n n n

Nato zapiSemo enak postopek, kot pri prej$njih primerih.

d
t,==m
1 2
(n-m)-dq,m nd; m-mdq @
‘gz = 7TT2 = L = L L
2n 2n
mdq
by = mr; = ——
3 3 n
ndln—mdln_l_mdln _ndqm _ dim
2n 2n 2n 2
‘gz + ‘€3 = ’gl

Pridemo do enake ugotovitve kot pri drugih primerih, torej je vsota dolzin katerikolih dveh

polkroznic enaka dolzini ve¢je polkroznice.

Ali bi prisli do enake ugotovitve tudi ¢e bi v ve€jo polkroznico vcrtali tri manjSe pokroZznice,

namesto dveh? Poskusimo na primeru (slika 18:

3:2:1

Tukaj so d,, d3 in d, v razmerju 3 : 2 : 1, torej so d, = % , d3

dolZine polkroznic,

Slika 18: tri polkroznice s polmeroma v razmerju

d -
—,d, = ?1 . Zapisimo

12



*€1:7T[

£y = mr, = 31121

3 = mry = 21121

t, = nr, = %n

ﬂ7r+£7r+ Gp=Shy- 4y
13 12 12 12 2

‘€2+‘€3+’€4:’€1

Spet je vsota dolzin veértanih polkroznic enaka dolzini vecje polkroznice.

Tudi za Stiri vértane polkroznice ugotovimo enako (slika 19).

Slika 19: stiri polkroznice s polmeri v razmerju
6:3:2:1

Ce so manjsi krogi v razmerju 6:3:2:1, so dolzine premerov

d d d d
dy=%, dy=% q,=% g,=%
2 293494— 6’512

Dolzine lokov (polkroznic) pa so

dy

*€1:7T[
{’Zznrzz%n
{’3=m’3=%
{’4=nr2=%

13



‘€5 = Try, =
6d 3d
271 + 221
24 24

1d
_17T
24

24

‘€2+‘€3+‘€4+’€5:’€1

1d
T+—m +—m

_12d,
24

Potem ponovimo postopek za pet polkrogov, kjer so polmeri v razmerju 10:4:3:2:1 (slika 20).

|
1
/
\/,
3
d, d dg

Odnosi med premeri kroZnic so

10d,
20 ’

d2:

Dolzine kroznih lokov so

d
t,==m
1 2
‘gz = T[rz =
‘€3 = 7TT3 =
‘€4_ = T[rz =
‘€5 = Try, =
‘€6 = T[rz =
10d4 4d4
40 40

‘€2+‘€3+’£4+’€5+ ‘86:‘€1

10d,
40

40

40

40
40

2d
T+ —mn+—
40

40

T+

dy
40

|
4

g

_20d,4
40

\) l
dx

6

_4d1 _3d1 _Zdl —
d3_ 20 9d4_ 20 7d5_ 20 ad6_

T =

14

dy
2

Slika 20: pet polkroznic s polmeri v razmerju
10:4:3:2:1

dq
20 °

- T




Lahko predpostavimo, da to pravilo velja za vsako Stevilo neskladnih vértanih polkroznic (slika

21). Pritemjed, +d; ...+ d,, = d;.

Slika 21: n polkroznic

d
=21
1 2
dy
£, = =1
2 2
ds
£, ==
3 2
d
£, = 21
n 2
dy dn 1

— % — = — eee zﬂ =
kU b U e 1 27‘[(d2+d3+ +d,) ST 44

‘gz +’€3 ...+’€n = ‘gl
UGOTOVITEV

Vsota dolzin vseh polkroznic nad premerom vecje polkroznice je vedno enaka dolzini vecje

polkroZnice, ne glede na izbrane dolZine premerov (polmerov).

15



4.2 VSOTA PLOSCIN NESKLADNIH POLKROGOV

Poglejmo Se kako je z vsoto plos¢in vértanih polkrogov nad premer vecjega polkroga, kjer naj
bodo premeri (polmeri) vértanih polkrogov razli¢nih dolZin. Vértajmo dva polkroga v razmerju

premerov (polmerov) 2 : 1 (slika 22).

Slika 22: dva polkroga s polmeroma v razmerju 2:1

Kot ze vemo, je

2d, . d
d,= —ind, = =
2 3 3 3
Ploscine pa so
d}
= 1x
(&1 3
_ (Edl)z T= dlz T
b2 2 18
. (gdﬂz dq?
b3 2 72
d.? d.? 4d,? d.? 5d,2
+p=—mt+—m=—nt+t—mT="=
b2 TP3 =75 72 72 72 72

Razmerje plos¢in med plos¢ino polkroga in vsoto plos¢in vértanih polkrogov je

ai
D1 _ _s T -2
p2+p3 541 5

Torej je ploscina vecjega polkroga 1,8 krat vecja od vsote plos¢in vertanih polkrogov.

16



Nad premer polkroga vcrtajmo tri polkroge, ki imajo premere (polmere) v razmerju3 : 2 : 1

(slika 23).

Tako so premeri

2d d
dy= 2% d, =4,
3 634— 6

d, = 2,

Zapisimo Se ploscine polkrogov,

af
pr= 5T
po= 3 (B) mgam
P2 +P3+P4:(922182+ %+%) =1£2%812

Ko izra¢unamo koli¢nik ploscin, dobimo

af
P B _ 288

Patp3tps 1841 122
288

vecja od vsote ploscin manjsih polkrogov.

Slika 23: trije polkrogi s polmeri v razmerju 3:2:1

=—= 1—78 . Kar pomeni, da je plos¢ina vec¢jega polkroga priblizno 2,6 krat
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Izraunajmo $e koli¢nik plosc€in za $tiri vertane polkroge, z razmerjem premerov 6:3:2:1 (slika
24).

Slika 24: stirje polkrogi s polmeri v razmerju
6:3:2:1

Premeri polkrogov so

dy
9d5: PP

12

12 >3 12 >4 12

d2:

Ploscine polkrogov pa so

_ 4 -
p1= 3
6
_ Gg4)®  36d,?
2 2 1152
3
p — (Zdl)z _ 9d12
3 2 1152
2
P, = (ﬁdﬂz =4d12
4 2 1152
1
p — (Zdl)z _ dlz
5 2 1152

36d,%+9d,%+4d*+d,® _ 50d,2

P2 + D3t Dy + D5 =

1152 1152
Koli¢nik plos¢in je
ai
p1 ST 1152 72
Da+D3+Pa+ps  50d12 o 400 25’
1152

Kar pomeni, da je plos¢ina vec¢jega polkroga 2,88 krat vec¢ja od vsote plos€in vértanih

polkrogov.

V nadaljevanju v¢rtajmo Se pet polkrogov v vecji polkrog. Razmerje med premeri naj bo

10:4:3:2:1 (slika 25).
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_\\\\\\\\\\\///,3\\\\///A\\v/’\
R ‘G . . .
F— \th Slika 25: pet polkrogov s polmeri v razmerju

6

10:4:3:2:1
Premeri so
10d 4d 3d 2d d
d — 1 d — 1 d — 1 d — 1 d — _1
2 20 >3 20 4 20 >0 20° 67 20
Ploscine polkrogov pa so
_ d—%n
P1= 3
10
Go0)?  _ 100d,?
2 2 3200
4
GGod1)* _ 16d,?
bz = 77 3200
3
. (Edﬂz _ 9d,? -
ba= 77 3200
2
_ (Edl)z _ 4d12 T
bs = = 3200
1
_ (Edl)z _ dlz T
be = 7 3200
100d,2 16d,2 9d,? 4d,? d.?
+ + + + = T+ T+ T+ T+ T =
b2 T P3 T PaTPs T De 3200 3200 3200 3200 3200
130d,2
3200
Koli¢nik plos¢in je
df
P1 ST 3200 _ 40

P2+P3+Patps+pe  130d1% 1040 13
3200

Kar pomeni, da je plos¢ina vec¢jega polkroga priblizno 3,1 krat vecja od vsote plos¢in vertanih

polkrogov.
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UGOTOVITEV

Glede na izracunane koli¢nike plos¢in, po vrsti (s priblizki) 1,8; 2,6; 2,88; 3,1 sklepamo, da s
povecevanjem Stevila vértanih polkrogov ne glede na razmerje premerov koli¢nik med plos¢ino
vecjega polkroga in vsoto ploscin vértanih polkrogov naras¢a. Kar pomeni, da se vsota ploscin
vértanih polkrogov manjSa, kar smo ugotovili tudi pri vértovanju polkrogov z enakim

polmerom (premerom).

5. KROGI V KROGU

V primerih smo do sedaj vedno uporabljali polkroznice in polkroge. Ce namesto polkrogov
uporabimo kroge, bi potek dela bil enak. V krog nacrtamo » kroznic z enakim polmerom in
izratunamo vsoto obsegov vértanih kroznic ter jo primerjamo z obsegom vecje kroznice (slika
26).

Slika 26: n kroznic v krogu

d = 2nr

Obseg kroga racunamo kot 27~ , tako da velja da je obseg vecjega kroga enak: 2m - Zzﬂ =
2nnr.

Obseg enega vertaneg kroga je 2m7~, da pa dobimo seStevek vseh manjsih krogov, moramo

2my pomnoziti z 7 in tako dobimo 2mnr- .

Ugotovimo da je seStevek obsegov manjsih krogov enak obsegu vecjega kroga. Sklep bi lahko

izpeljali tudi iz ugotovitev za polkroznice, kjer gre za polovice celotnih kroznic.
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Kako pa je s plo§¢ino? Ze iz slike (slika 26) lahko sklepamo, da se z ve¢anjem $tevila krogov
manjSa plos¢ina vertanih krogov in tudi vsota plos¢in vértanih krogov se v primerjavi s plo§¢ino

celotnega kroga manjsa.

-P-l,_.n;\,

o " . di\?
Plosc¢ina vecjega kroga je (71) =7

af
4-n2’

2
Plos¢ina manjSega kroga pa je w (Zd—ln) =7

Plos¢ino manjsega kroga pomnozimo z n , da dobimo vsoto plos¢in vseh malih krogov,

d? d?
n- - mT— = g—2.
4-n? 4-n

Ugotovimo, da je vsota plos¢in manjsih krogov » -krat manjSa od plosc¢ine vecjega kroga.

Poglejmo, kako je s plos¢inami neskladnih krogov v velikem krogu (slika 27).

Slika 27: n neskladnih krogov v krogu

Spet, kot pri polkrogih so d,, d3, d, ... - premeri manjsSih krogov in 7 - poljubno Stevilo

manjsih krogov.

Ploscina velikega kroga:

2 2

dl) aj

457 = 7T * —_ = T+ —
(2 4

Sestevek plos¢in vseh manjsih polkrogov (m so vsi manjsi krogi):

d? a2 dz az

pm:ﬂ'7+ﬂ'7+ﬂ'7+...+ﬂ'7
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Izpostavimo 7 - i:
P = 2(d} + d} + d} + .. + d2)

Ko plos¢ino vecjega kroga delimo z vsoto plos¢in manjsih krogov dobimo:

2
d

» T
4

Pm n-i(d§+d§+d§+...+d,§b)

To pa nato okrajSamo na

p d}

DPm  di+di+dZ+..+d2

af

2 2 2 2
dZ+dZ+d?+..+d2

Ugotovimo, da je plos$¢ina pri manjSih neskladnih krogih krat manjSa od

plosc¢ine vecjega kroga. Je koli¢nik kvadrata premera vecjega kroga z vsoto kvadratov

premerov vertanih krogov.
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6. KVADRATI V KVADRATU

Na kratko Se predstavimo idejo, kako je s kvadrati, ki jih nac¢rtamo nad stranico kvadrata v

notranjost kvadrata. Podobno kot smo nad premerom nacrtovali polkroznice oziroma polkroge.

6.1. OBSEG KVADRATOV V KVADRATU

Preverimo ali je vsota obsegov manjsih likov v ve¢jem enaka obsegu vecjega. Postavimo dva

neskladna kvadrata v ve¢ji kvadrat (slika 28). Pri tem je stranica ve¢jega kvadrata enaka 1.

Slika 28: dva poljubna kvadrata v
kvadratu s stranico a

a=1

Stranice manjSih kvadratov se stikajo s stranicami vecjega kvadrata.

Poglejmo na primeru (slika 29). Dolzini stranic vértanih kvadratov sta v razmerju 1 : 4.

Slika 29: dva kvadrata v razmerju 1:4

b=0,2 c=0,8

a=1

Tukaj je primer, kjer to pravilo velja. Naj bo a stranica velikega kvadrata, b in ¢ pa stranici

manjsih kvadratov v ve¢jem.

o, =4-02=0,8

0. =4 -0,8=32
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op+o.,=08+32=4

0p + 0, = 04

Ce dolzin stranic ne bi poznali, uporabimo zapis s spremenljivko (slika 30).

Slika 30: dva kvadrata s
poljubnimi dolzinami stranic

op =4(a—c) =4a—4c

o, =4(a—b) =4a—4b

op, + 0. = (4a — 4c) + (4a — 4b) =4a —4c+4a —4b = 8a — (4c + 4b)
Ker vemo, da mora vsota c in b biti a lahko zapiSemo

op + 0. =8a— (4c +4b) = 8a—4a=4a

op, + 0. = 0,4

O enakosti lahko sklepamo tudi s slike, ko oznacimo enake dolzine daljic (slika 30a).

Slika 30a: dva kvadrata s poljubnimi
dolZinami stranic-geometrijski prikaz

Enako oznacene daljice so zaradi vzporednosti enake (stranica a je vsota enako oznacenih

daljic b in ¢ — rdece oznaceno)). Enako velja za zeleno oznacene daljice.
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Nato v kvadrat vértamo Se en manjs$i kvadrat (slika 31).

Slika 31: trije kvadrati v ve¢jem
kvadratu s stranico a

Spet poglejmo primer, kjer smo dolZine stranic manj$ih kvadratov izbrali v razmerju 2:3:5

(slika 32).

Slika 32: trije kvadrati v razmerju 2:3:5

b=02 ¢=03 d=0,5
a=1

ZapiSemo obsege kvadratov
0,=4-1=4

o, =4-02=0,8

op+o.+0;=08+12+2=4

0b+0c+ Od: Oa
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Kaj pa ¢e ne poznamo dolZine stranic manjsih kvadratov? (slika 33)

Slika 33: trije kvadrati s
poljubnimi dolzinami stranic

Dolzine stranic kvadratov bi lahko zapisali tako:
b=a-(c+d)

c=a—(b+d)

d=a—(b+c)

Obsege pa tako:

0, = 4a

op =4(a—c—d)=4a—4c—4d
o,=4(a—b—d) =4a—4b—4d

o =4(a—b—c)=4a— 4b—4c

Njihov sestevek je

op+o.+ 05=4a—4c—4d+4a—4b—4d+ 4a— 4b—4c=12a—8b—8c —8d =
12a- (8b + 8c + 8d)

Ker vemo, da je vsota b, ¢ in d enaka a, lahko to zapiSemo tako:
op+o0.+ 05 =12a- (8b + 8c + 8d) =12a —8a = 4a

0b+oc+ Od: Oa
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Vértajmo Se Stiri kvadrate v vecji kvadrat (slika 34).

Slika 34: stirje kvadrati v ve¢jem
kvadratu s stranico a

Dolzine stranic smo spet poljubno izbrali, naj bodo v razmerju 1 : 2 : 3 : 4 (slika 35)

Slika 35: stirje kvadrati v
razmerju 1:2:3:4

b=01¢=02 d=03 e=04

Zato so obsegi
0,=4-1=4

o, =4 -0,1=0/4

0, =4 -04=16

op+o.+05+0,=04+08+12+16=4

0b+0c+ Od+Oe ES Oa
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Za poljubno dolZino stranic vértanih kvadratov (slika 36).

Slika 36: stirje kvadrati s
| poljubnimi dolZinami stranic

Dolzine stranic so potem
b=a-(c+d+e)

c=a—(b+d+e)

d=a—(b+c+e)

e=a—(b+c+d)

Velikosti obsegov so

0, = 4a

op =4(a—c—d—e)=4a—4c—4d — 4e
o,=4(a—b—d—e)=4a—4b —4d — 4e
o =4(a—b—c—e)=4a—4b — 4c — 4e
0, =4(a—b—-—c—d)=4a—4b —4c—4d
Njihova vsota je

op+o.+ 05+0, =4a—4c—4d —4e+4a—4b —4d —4e + 4a —4b — 4c — 4e +
4a —4b —4c —4d = 16a — 12b — 12¢ — 12d — 12e =

16a — (12b + 12c + 12d + 12¢)
Ker vemo,daje b + c +d + e = a, lahko to zapiSemo tako:
op +0.+ 04 +0, = 16a— (12b + 12c + 12d + 12e) = 16a — 12a = 4a

0b+oc+ Od+Oe:0a
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Pokazimo Se pravilo za poljubno Stevilo (m) kvadratov v ve¢jem kvadratu (slika 37).

Slika 37: m Stevilo kvadratov

0 - O

b c d a m

Kot smo naredili v konkretnih primerih, najprej izrazimo dolzine stranic. Prvi kvadrat je
kvadrat s stranico b;, drugi kvadrat ima stranico b>, tretji stranico b3 in m-ti kvadrat ima

stranico b, (na sliki je b= b1, ¢ = b2 ,...).
b1=a—(b2+b3 ...+bm)
b2=a—(b1+b3 ...+bm)

b3:a_(b1+b2 ...+bm)

bm =a-— (b1 + bz e bm—l)

0, = 4a

0, =4a —4(b, + b ...+ b,) = 4a — 4b, — 4b; — --- — 4b,,

0, =4a —4(by + b ...+ b)) = 4a — 4b, — 4b; — - — 4b,,

03 =4a—4(b, + b, ...+ b,,) = 4a — 4b, — 4b, — - — 4b,,

om =4a—4(by+by ...+ by_1) =4a—4b, —4b, — - — 4b,_4

0, +0,+ 05 ...+0m=4(m-a—(m—1)(b1+b2 ...+bm)) =4(ma— (m— 1a) =
4(ma —ma + la) = 4a
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Kot pri vseh ostalih primerih je vsota dolzin stranic manjSih kvadratov enaka a, ne glede na
Stevilo kvadratov. Zato bo vsota obsegov teh kvadratov vedno enaki 4a oz. obsegu najvecjega

kvadrata.

6.2 PLOSCINA KVADRATOV V KVADRATU

Slika 38: dva kvadrata v ve¢jem
kvadratu s stranico a

Plos¢ina najvecjega kvadrataje p = a - a = a?

Plos¢ina kvadrata s stranico b je p, = b?
Plos¢ina drugega kvadrata s stranico ¢ je p, = c?

Te dve plos¢ini sestejemo in dobimo p; + p, = b? + ¢?

Plosc¢ino vecjega in plos¢ini manjSega delimo in ¢e privzamemo da je dolzina a = 1, je

V4 _ 1
p1+p2 b2 +c2

. V primeru da je b = ¢, je koli¢nik 2, kar pomeni da je plos¢ina vecjega
kvadrata dvakrat vecja od vsote plos¢in manjsih dveh kvadratov.

Vértajmo Se tri kvadrate v vecji kvadrat (slika 39).

Slika 39: trije kvadrati v ve¢jem
kvadratu s stranico a
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Plosc¢ine kvadratov so

2 2

p1=Db°, py =c inga3=d2

Vsota vseh treh ploscin je
P11+ p2 + p3 = (b% + ¢? + d?) . Ker privzamemo da je a = 1, zapiSemo koli¢nik

V4 _ 1

P1tpr+p3 b2 +c2 +d2°

Za stiri kvadrate (slika 40).

Slika 40: stirje kvadrati v ve¢jem
kvadratu s stranico a

Te ploscine sestejemo

P1+ pa + p3 + po = (b%2 + 2 + d? + e?) in zapisemo koli¢nik

V4 1

Pr+pa+pz+ps b2 +cZ+di+e?’

Imenovalec ulomka je vsota kvadratov, ker pa so posamezne dolZine manjSe od 1 in je kvadrat
Stevila manjSega od 1 e manjse Stevilo, je koli¢nik zato vedno vecje Stevilo. Tako je za dolzino

stranice b
0<b<1inb*<b,0<b?><1 in za ostale dolZine stranic vértanih kvadratov enako.

Za poljubno Stevilo vértanih kvadratov (n) , katerih vsota dolzin posamezne stranice je enaka

dolzini stranice ve¢jega kvadrata (slika 41) zapiSemo ploscine in koli¢nik plos¢in.
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_I—I Slika 41: » Stevilo kvadratov

n - Stevilo kvadratov
Plos¢ina poljubnega kvadrata (p;) je p; = a?.

#n j€ vsota ploscin vseh manjsih kvadratov,

Pn = a’+ a5+ .. + ad?
V4 _ 1
pm a2+ ai+..+a

UGOTOVITVE: Enako kot pri neskladnih polkrogih in krogih je vsota plos¢in vseh manjsih

1 oy vy v
>— krat manjSa od plos¢ine vec¢jega kvadrata.

kvadratov za ——————
a?+ a3+ ..+ a?

7. ZAKLJUCEK

V raziskovalni nalogi smo primerjali dolzino loka vec¢je polkroznice z vsoto dolzin lokov
manjSih polkroznic. ManjSe polkrozZnice so imele premer na premeru vecje polkroznice. Med
sabo so se dotikale. Premeri so bili tako skladni kot tudi neskladni. Ugotovili smo, da je ne
glede na dolzino premerov vcrtanih polkroznic skladne vsota dolZzin lokov vértanih polkroznic

vedno enaka dolzini vecje polkroznice.

Primerjali smo tudi plos¢ino vec¢jega polkroga z vsoto plos¢in manjsih skladnih polkrogov in

ugotovili, da je vsota plos¢in manjsih polkrogov za n-krat manjsa od plos¢ine vecjega polkroga.

Za ploscine neskladnih vértanih polkrogov smo ugotovili, da se vsota plos¢in manjSih

polkrogov manjsa z ve€anjem S$tevila vértanih polkrogov, oziroma, da se koli¢nik med plos¢ino
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vecjega polkroga in vsoto plos¢in manjsih polkrogov z razli€nimi premeri povecuje z vecanjem

Stevila vertanih polkrogov.

Glede na to, da so polkrogi samo polovice celotnih krogov lahko ugotovitve prenesemo tudi na
vcrtane celotne kroge v vecji krog. Pri tem se vCrtane kroznice dotikajo in vsota dolzin njihovih
premerov je enaka dolzini premera vecje kroznice. V nadaljevanju bi lahko raziskali ali je ne
glede na lego vértanih kroznic vsota obsegov enaka obsegu vecje kroznice, ¢e je vota dolZin

premerov vertanih kroznic enaka premeru vecje kroznice.

Vsota ploscin vértanih krogov, ki imajo vsoto dolzin premerov enako dolZini premera vecjega
kroga, je vedno manjsa od ploscine kroga. Z vec¢anjem Stevila krogov se koli¢nik med plos¢ino
ve€jega kroga in vsoto plos€in vcrtanih krogov povecuje. Pri vértanih krogih z enakim

premerom je koli¢nik enak Stevilu vértanih krogov.

Prav tako smo lastnosti preverili in potrdili za nacrtovanje kvadratov v ve¢ji kvadrat, Ce je vsota

dolzin posameznih stranic v¢rtanih kvadratov enaka dolZzini stranice vec¢jega kvadrata.

V nadaljevanju raziskave bi lahko preverili ali lastnosti za obsege (plos¢ine) veljajo tudi za
druge like, morda cisto poljubne. Prav tako se odpira vprasanje kako je v primeru teles, ce
recimo v kroglo nac¢rtamo take manjse krogle, ki imajo premer enak dolZini premera krogle —

ali je povrs$ina vcrtanih krogel enaka povrsini vecje krogle? Kaj pa vsota prostornin?

8. DRUZBENA ODGOVORNOST

Nasa raziskovalna naloga v druzbi vzpodbuja interes za matematiko, predvsem za geometrijo.

Pomaga pri razvijanju kriti€nega in matemati¢nega razmisljanja ter sklepanja.

Pri izdelavi raziskovalne naloge smo izhajali iz znanja pridobljenega v Soli in naSim

razmiS$ljanjem. Upamo, da bo naloga spodbuda ali vir idej za druge ucence.
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