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Povzetek

V raziskovalni nalogi raziskujemo temeljne principe racunanja s celimi Stevili:
seStevanje, mnozenje in odstevanje. Sestevanje in odstevanje naravnih Stevil si obicajno
predstavljamo z gibanjem po Stevilski premici ali s prestevanjem elementov. V nalogi
izhajamo iz tega drugega opisa. Ker pa si cela Stevila predstavljamo kot mnozice, v
katerih so elementi med seboj enaki, opiSemo drugacne mnozice, to je multimnozice.
Stevilo ni¢ definiramo kot prazno mnozico, naravno stevilo pa kot multimnozico nicel.
Uvedemo Se drugi tip Stevila ni¢, to je antinic. Negativno Stevilo definiramo kot
multimnozico antinicel. SeStevanje definiramo kot unijo, mnozenje pa kot mnozico, v
kateri so vse mozne vsote elementov iz prve in iz druge mnozice. Da veljajo osnovne
lastnosti raCunanja, uvedemo Se pojem antimnozice, pri celih Stevilih pa definiramo Se
anticela Stevila. Mnozice in antimnozice poimenujemo skatle in antiskatle. S to metodo
lahko sestevamo, odStevamo in mnozimo ne samo cela in anticela Stevila, temvec tudi
polinome s pozitivnimi in negativnimi eksponenti. Nalogo zaklju¢imo z opisom nazorne

predstavitve sestevanja in mnozenja celih Stevil.

Kljucne besede: racunanje s Skatlami, aritmetika, seStevanje celih stevil, mnozenje celih

Stevil

\
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1. Uvod

1.1. Uvodni izziv

Pri pouku matematike se u¢imo o naravnih in celih Stevilih. Osnovni operaciji sta
seStevanje in mnozenje. Odstevanje naravnih Stevil ni vedno mozno. Zato naravnim
Stevilom dodamo Se 0 in negativna Stevila. To je mnozica celih Stevil. OdStevanje potem
izvedemo kot priStevanje negativnega Stevila ali kot gibanje po Stevilski premici.

Mnozenje pa si predstavljamo kot veckratno sestevanje.

Za sestevanje naravnih Stevil je dobrodoslo, da si posamezno Stevilo predstavljamo kot
stevilo enakih reci v mnozici in potem jih zdruzimo. Matematicno s tem naredimo unijo
dveh mnozic. Glavni izziv v nalogi pa je vprasanje, kako bi tudi mnozenje stevil izvedli

z racunanjem z mnozicami.

V drugem poglavju opisemo temeljne principe racunanja s celimi stevili v matematiki
montessori. V tej matematiki je naravno Stevilon predstavljeno s kolicino n enot v
$katlici, na primer: Stevilka 5 predstavlja koli¢ino petih enot. Stevilo 0 predstavlja
prazna Skatlica, medtem ko so pri drugih Stevilih skatlice napolnjene. S teoreticnega
vidika je naravno stevilo n predstavljeno s stevilom n (ponavadi enakih) reci v mnozici.
Kot vemo, v obicajnih mnozicah ni dovoljeno ponavljanje istega elementa. Tako v
tretiem poglavju opisSemo drugo obliko mnozice, v kateri dopus¢amo ponavljanje
enakih elementov. TakSne mnozice imenujemo multimnozice. Te mnozice in racunanje

z njimi predstavljamo v tretjem poglavju.
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1.2.  Cilji raziskovalne naloge

Zastavili smo si naslednje cilje, in sicer:
e definirati naravna Stevila z mnozicami,
e definirati negativna naravna Stevila z mnozicami,
e izpeljati postopek sestevanja celih stevil z raCunanjem z mnozicami,
o izpeljati postopek mozenja celih Stevil z raCunanjem z mnozicami,

e izdelati nazorno predstavitev seStevanja in mnozenja celih stevil.

1.3. Metode dela

Pri raziskovalni nalogi smo uporabili naslednje metode:
e Studij literature (internetni viri),

e matemati¢no sklepanje, racunanje in dokazovanije.
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2. Racunanje z naravnimi in celimi Stevili v matematiki
montessori

2.1. Racunanje z naravnimi stevili

2.1.1. Definicija naravnih stevil

V matematiki montessori je naravno Stevilo n predstavljeno s koli¢ino n enot, na primer:
Stevilka 5 predstavlja koli¢cino petih enot — pet palck (glej Sliko 1). V montessori
matematiki predstavlja pal¢ka enoto. Stevilo 0 predstavlja prazen prostor — prazna
Skatlica, medtem ko so pri drugih Stevilih Skatlice ustrezno napolnjene. Obicajno
definiramo naravna $tevila kot $tevila, s katerimi $tejemo. Stevilo 0 nekateri uvrécajo
med naravna Stevila, nekateri ne. MnozZico naravnih Stevil {1, 2, 3, ...} ozna¢imo z N,

mnozico {0, 1, 2, 3...} pa z N,. Kasneje bomo tudi sami Steli Stevilo 0 k naravnim stevilom.
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Slika 1: Predstavitev naravnih stevil s palckami v predalckih/sSkatlicah
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2.1.2. Sestevanje naravnih Stevil
Sestevanje naravnih Stevil a + b v matematiki montessori izvedemo tako, da pripravimo
dva niza zrn (kroglic ali kartonckov): prvi niz je sestavljen iz a zrn, drugi niz iz b zrn ter
jih zdruZimo skupaj. Ce pogledamo s teoreti¢nega vidika, smo si $tevili a in b
predstavljali kot mnozici a in b zrn ter naredili njuno unijo:a={E ® .. P}, b={® ®
®..®}, a+b=aub={® ® ® ® .. ®}. Rezultat dobimo tako, da pogledamo,

koliko zrn je v dobljeni uniji.

Primer: 2 4+3 ={®0®IU{®®®={®®®®®}=5

Za sestevanje naravnih Stevil veljata zakona o zamenjavi seStevancev (komutativni

zakon) in zakon o zdruzevanju ¢lenov (asociativni zakon):

a+b=b+a (a+b)+c=a+((b+0)
Kaj pa stevilo ni¢ = 0? Na Sliki 1 je prva Skatlica prazna. S prazno mnozico bomo

predstavili Stevilo nic: 0 = {}.

2.1.3. Mnozenje naravnih stevil

Mnozenje naravnih stevil a - b izvedemo tako, Stevilo a b — krat med seboj sestejemo:
a-b=a+a+-+a,Kkjerje natanko b seStevancev.

V montessori matematiki prikazemo Stevilo kot dolzino vrstice, veckratnost pa je
prikazana kot Sirina oziroma s stolpci (glej Sliko 2). Tu smo namesto palck uporabili

barvna zrna. Na Sliki 2 je tudi prikazan zakon o zamenjavi faktorjev (komutativni zakon).

Slika 2: Primer mnoZenja dveh naravnih stevil 3 x5=5x 3
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Za mnozenje naravnih Stevil veljata zakona o zamenjavi faktorjev (komutativni zakon)

in zakon o zdruzevanju faktorjev (asociativni zakon):

a-b=b-a (a-b)-c=a-(b-c)

Operaciji sestevanja in mnozenja povezuje zakon o raz¢lenjevanju (distributivni zakon):
a-(b+c)=a-b+a-c
2.2.  Racunanje s celimi stevili

2.2.1. Definicija celih stevil
V matematiki montessori, predvsem v tretji triadi, uporabljamo material, imenovan
rumeno-rdeci zetoncki, kjer predstavimo Stevilo 1 z rumenim Zetonckom, Stevilo —1 z
redecim zetonckom. Iz tega sledi, da lahko nasprotno vrednost naravnega Stevila n, to
je —n predstavimo z n rdecimi zetoncki. Na Sliki 3 je predstavitev Stevila —8. Kaj pa
Stevilo 0?7 Ker je 1+(=1)=0, predstavimo Stevilo 0 hkrati z rumenim in rdecim zZetonckom
(glej Sliko 3). Nasprotno vrednost naravnega Stevila dobimo tako, da vse rumene
Zetoncke zamenjamo z rdeCimi, sajje —n = (—1) - n. Vsem naravnim stevilom pravimo
pozitivna cela Stevila, vsem nasprotnim vrednostim naravnih Stevil negativna cela

Stevila. Tako sestavimo mnozico celih Stevil, ki vsebuje pozitivna cela Stevila, negativna

cela stevila in stevilo 0. Mnozico celih stevil ozna¢imo z znakom Z.
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Slika 3: Predstavitev Stevila -8 in Stevila 0 z Zetoncki

2.2.2. Sestevanje in odstevanje celih stevil
Za seStevanje celih Stevil veljajo enaki zakoni kot za seStevanje naravnih Stevil. V
matematiki montessori izvedemo seStevanje pozitivhega in negativnega celega Stevila

tako, da zetoncke, ki predstavljata Stevili, polozimo drugo poleg drugega. Pari,
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sestavljeni iz rumenega in rdeCega zZetoncka, se medsebojno iznicijo, kerje—1+ 1 = 0.

Rezultat je Stevilo, ki ostane po »krajsanju«. Primera sta prikazana na Slikah 4 in 5.

Dve negativni celi Stevili sestejemo tako, da zdruZimo obe mnozici rdecih zetonckov. S
tem smo opisali tudi oditevanje celih $tevil. Stevili a in b od$tejemo tako, da k prvemu
Stevilu pristejemo nasprotno vrednost drugega Stevila. Nasprotno Stevilo pa dobimo

tako, da rumene zetoncke nadomestimo z rdecimi.

Slika 5: Drugi prikaz odstevanja celih Stevil
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2.2.3. Mnozenje celih Stevil

Za mnozenje celih Stevil veljajo enaki zakoni kot za mnoZenje naravnih Stevil. Mnozenje
celih $tevil izvedemo podobno kot mnoZenje naravnih Stevil. Ce je eno 3tevilo
negativno, ga predstavimo z rdecCimi Zzetoncki in ponovimo tolikokrat, kolikor je drugi
faktor. Primer je na Sliki 6. Ce sta obe $tevili negativni, upostevamo, da je (—a) - (—b) =

(-1):-(-1):a-b=a-b.
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Slika 6: Primer mnoZenja negativnega Stevila (—5) x 3
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3. Racunanje z multimnozicami

3.1.  Obicajne mnozice

Mnozica je skupina elementov s skupno lastnostjo. Vrstni red elementov ni pomemben,
elementi se ne podvajajo. Mnozico obicajno zapisemo tako, da nastejemo njene
elemente, lo¢ene z vejicami, med zavitima oklepajema ali pa tako, da opisemo lastnosti

elementov v mnoZici, na primer: A={3,4,56}={n(neN)AB<n<7)}
Mnozici A in B sta enaki, ko vsebujeta enake elemente:
A=B & ((¢vx€EA=x€B)A(¥XEB=>x€A)).

Primeri:  Mnozici A ={a,b,c}in B = {a, c, b} sta enaki.

Mnozici C ={a,b,c} in D = {a, c,d} nista enaki.

Mnozici E = {a,b,c}in F ={a,b, c, b} sta enaki.
V poglavju 2.1.2 smo zapisali primer seStevanja naravnih stevil a + b z mnozicami tako,
da smo na primer Stevilo a predstavili z mnozico enakih zrn (ali enakih zetonckov) a =
{®, ® ... ®}, stevilo b z mnozico enakih zrn (ali enakih zetonckov) b ={®, ®, ® ...

®}, njuno vsoto paz unijo a+b=aVUb={®, ®, ®, ® .. ®}. Rezultat smo dobili

tako, da smo pogledali (presteli), koliko zrn/zetonckov je v dobljeni uniji, na primer

2+3={06}V(B6,0}={®6,0,6,®}=5.

Toda s teoretiChega vidika ta predstava ni v redu. V obicajni mnozici ni dovoljeno

ponavljanje enakega elementa. V skladu z obicajno teorijo mnozic bi bilo takole:

a={® .. 0L ={® 6,® ..} ={®}in

a+b=aUb={®U{®}={®, ®}={®}=1. Ta problem resimo tako, da namesto

obicajnih mnozic gradimo predstavo o Stevilih z drugacnimi mnozicami.
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3.2.  Opis multimnozice

V prejsnjem poglavju smo ugotovili, da z obicajnimi mnozicami ni mogoce opisati na

primer sestevanja Stevil z unijo mnozic. Radi bi, da bi bilo takole:

342 ={®, ® O}V{® 0}={6, 6, 6, ® B} =5

Mnozicam, ki tudi teoreticno omogocajo tak racun, pravimo multimnozice.

Definicija: Multimnozica je mnozica, ki vsebuje skupino elementov s skupno
lastnostjo. Vrstni red elementov v multimnozici ni pomemben, dopus¢amo pa

podvajanje elementov.

Multimnozico zapisSemo z oglatima oklepajema, elemente loCimo s presledki

(Wildberger, 2022).

Multimnozici sta enaki, Ce vsebujeta enake elemente in je Stevilo enakih elementov

enako. Na primer:

Mnozici [12 2 3] in[2 1 3 2] sta enaki.
Mnozici [1 2 3] in [3 2 2 1] nista enaki.

Unija in presek multimnozic sta definirana enako kot pri obicajnih mnozicah. Pri tem

moramo upostevati veckratnost posameznih elementov. Primer:

A=[112234] B=[12223] AUB=[11122222334] AnB=[1223]

Uvodni primer pa bi zapisali takole:
342=[0O®OIU[O®E]=[®®®E®]=S-.

Kot zanimivost navajamo, da so pripravljeni materiali (glej Sliko 7) za racunanje

pravzaprav multimnozice. Tretja Skatlica je prazna. Predstavlja Stevilo 0. Z

matemati¢nimi znaki bi multimnozico s Slike 7 zapisali takole:

[ [ nekaj naravnih stevil] [desetice] [ | [nekaj negativnih celih Stevil]]
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Slika 7: Primer multimnoZice — pripraviljen material za racunanje s celimi Stevili v Skatlah

3.3.  SeStevanje multimnozic

Naj bodo mnozice 4, B in € multimnozice.
Definicija: Vsota multimnozic A in B je enaka njuni uniji: A@ B = AUB.
Opomba: Ker gre za vsoto mnozic, bomo kot znak za sestevanje uporabljali simbol .

Ta operacija je notranja operacija, saj je rezultat seStevanja (to je unija) spet

multimnozica z enako vrsto elementov.
Trditev: Za seStevanje mnozic veljata komutativni in asociativni zakon.

Dokaz komutativnostii: A@PB=AUB=BUA=B@A. Unijo mnozic dobimo
tako, da sestavimo mnozico iz elementov obeh mnozic. V obeh primerih dobimo enako,
saj vrstni red elementov ni pomemben, morebitne podvojitve elementov pa nastopijo

pri istih elementih. SeStevanje mnozic je komutativno.

Dokaz asociativnosti:

ABB)DBC=(AUB)DBC=AUBUC=AU(BUC)=AUB 0
=A® (BDC).

10
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3.4.  Mnozenje multimnozic
Naj bodo mnozice A, B in C multimnozZice.

Definicija: Produkt multimnozic A4 in B je enak multimnozici
AR B =[a® b;(aeA)rlb € B)]
Opomba: Ker gre za produkt mnozic, bomo kot znak za mnozenje uporabljali simbol

X.

|dejo za definicijo mnozenja mnozic smo dobili pri g. Wildbergerju. (Wildberger, 2022).

Mnozici A in B zmnoZzimo tako, da sestavimo vse mogoce vsote a @ b, kjer je a iz prve
mnozice, b iz druge mnozice. Ko so elementi danih multimnozic mnozice, sestavljamo
vse mogoce unije vseh moznih parov A U B, kjer je prvi element iz prve mnozice, drugi
element iz druge mnozice. Po dogovoru velja oznaka a @ b tako za vsoto elementov

kot za vsoto, to je unijo mnozic.
Trditev: Mnozenje multimnozic je komutativno in asociativno.

Dokaz: Mnozenje multimnozic je definirano s seStevanjem multimnozic oziroma z

unijo. Tako sestevanje stevil kot unija mnozic sta komutativni in asociativni operaciji.
Za seStevanje in mnozenje multimnozic velja distributivni zakon:
AQRBDCO)=(AQB)DURO).

Dokaz: Enako kot dokaz prejsnje trditve.

3.5.  Primeri racunanja z multimnozicami
Primer 1: Naj bo univerzalna mnozica naravnih stevil in mnozici A,B c N,
A=[12], B=[234]
A@®B =[12234]
A®B=[345456]=[344556]

Opomba: Obicajno uredimo zapis tako, da so enaki elementi skupaj.
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Primer 2: Naj bosta mnozici A in B taksni, da kot elemente vsebujeta multimnozice.

Najbosta 4 = [[0][1]] inB = [[1][122]]
A@® B =[[0][1][1][122]]

A®B=[[0Ju[1] [oJult22][1]u[1][1]u[122]] =
[[o1][0122][11][1122]]

Primer 3: Mnozici A in B sta Skatli, ki vsebujeta po nekaj manjsih skatlic (glej Sliko 8).

a ab
acc

>
®
(Ve
I

acc ab

aa aab ||l aab |laabb

aacc aabcc

Slika 8: Primer »Skatlastih« multimnoZzic

3.6. Primeri Stevilskih multimnozic

3.6.1. Stevilo Ni¢

Stevilo Ni¢ definiramo kot prazno multimnozico: Ni¢ =[] = 0.

12
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3.6.2. Naravna stevila kot multimnozice

Ker je v multimnozici dovoljeno ponavljanje istega elementa, je potem definicija

naravnih Stevil enostavna: kot mo¢ multimnozic, ki vsebujejo Stevila Ni¢ = 0.

0 =[] = Nig

1 =1[0] = [[]]
2=1[00] = [[][]]
3=1[000]
4=10000]
5=1[00000]

n=1[000..000] (vsebuje natanko n Stevil 0).

Tako definirano mnozico naravnih stevil oznacimoz Nar=[01234 ..]=[[]1[0] [O
0][000][000O0]..]. Mnozica naravnih stevil Nar je multimnozica. Njeni elementi n
so multimnozice, sestavljene iz n-stevil 0. V mnozici Nar ni podvojitev elementov. Tako
definirana naravna Stevila pa vsebujejo tudi stevilo Ni¢ = 0. Bistvena novost te nove
definicije naravnih Stevil je, da si predstavljamo naravna stevila kot mnozice (toCneje

kot multimnozZice), ki vsebujejo natanko doloCeno Stevilo nicel.

Primer izracuna vsote in produkta dveh naravnih Stevil:

Naj bosta: A =[00]=2 B=[0000]=4

Zapisimo celotni postopek izracuna:
204=A@B=[00]JUu[0000]=[000000]=6
20®4=AQB=[00] ®Q [0000] =

0p00HO0POOPOOHO0POODOODO0] =

ouoouooOuUOOUOOUOOUOOUOOUD] =

[JTullfTullfTullIfJulIflvlIfIvllTull[]ull=

[TTICT0IT 0T [1T=[00000000]=8

[
[
[
[
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3.6.3. Polistevila

V prejsnjem poglavju smo zgradili mnozico naravnih Stevil, ki vsebuje multimnozZice,
sestavljene iz samih elementov 0. Lahko pa sestavimo multimnozZico, ki vsebuje naravna

Stevila. Takim »novim Stevilom« pravimo polistevila.

Definicija: Polistevilo je multimnozica, ki vsebuje naravna Stevila. Multimnozico vseh

polistevil oznacimo s Poli.

Primer: A =[12]=[[0] [00]] B=[023]=[[][00][00OQ]]
A®B=AUB=[12]u[023]=[01223]
A®B=[1U01U21U32U02U22U3]=

=[oJu[] [oJufoo][oJufooo0][00]uU[][00]U[0O][00]UI[0OO]]=
= [[0][000][0000][00][0000][00000]] =[134245]=[123445]

alinakratko AQB=[12]®[023] =[134245]=[123445]

3.7. Cela stevila kot multimnozice

3.7.1. Nic in antiNic

Kot ze vemo, obicajno mnozico Stevil, ki je sestavljena iz naravnih Stevil, iz nasprotnih
vrednosti naravnih Stevil in iz Stevila 0, imenujemo cela Stevila. V tem primeru
imenujemo naravna Stevila pozitivna cela Stevila Z*, nasprotne vrednosti naravnih
Stevil pa negativna cela Stevila Z~. Mnozico celih stevil oznacimo z znakom Z in velja

Z= ZTuU{0lUZ".

V mnozici celih Stevil lahko seStevamo, mnozimo in odstevamo. Odstevanje definiramo

kot pristevanje nasprotnega elementa: a — b = a + (—b).

Opazimo dvojni pomen znaka minus: enkrat oznacuje operacijo odstevanja, drugic¢ pa

znak za nasprotni element, to je za negativna Stevila. V nadaljevanju bomo negativna

14
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cela Stevila oznacevali z znakom ~a. Za nasprotno Stevilo “a k Stevilu a velja: a +
(Ta) = 0. Razliko a — b pa zapisemo kot: a — b = a + (~b). Obicajna predstava celih
Stevil je predstavitev na Stevilskem traku, seStevanje je »pomikanje proti desni,
odstevanje pa pomikanje proti levi. Sedaj pa nadaljujmo z naso idejo, kako cela Stevila

predstaviti z multimnozicami.

Naravna Stevila Nar smo vpeljali kot multimnozice Stevila Nic. Zastavimo si vprasanje,
kako bi vpeljali negativna cela Stevila s pomocjo multimnozic. Zacnimo pri negativhem
Stevilu —1 = ~1. Za Stevilo ~1 mora veljati enakost: 1 + “1 = 0. Razvijmo to enakost

dalje: 0] [x]=0

[0 x] =]

Tu dobimo idejo, da postavimo za x simbol antiNic, ki ima to lastnost, da v multimnozici

iznici element 0. Oznacimo ga z “0. Torej velja:
[0 “0] =[]

Temu procesu pravimo izpuhtitev (anihilacija) (Wildberger, januar 2023). Do iznicenja
pride takrat, ko sta 0 in %0 znotraj iste multimnozZice. Dobili smo torej x = *0in "1 =
[ “0]. Da bo oznacevanje Se bolj pregledno, bomo antiNi¢ oznacevali kot 0 z rdeco

barvo, se pravi:
Ni¢ =0 =[], antiNi¢ =0 =[], 1 =[0], “1=[%]=[0] [001=T[1

Imamo torej dve vrsti Stevila ni¢, Nic in antiNi¢. Temu bomo preprosto rekli, da ima

stevilo nic lahko dva naboja, pozitivnega in negativnega.

Stevilo antiNi¢ = 0 je popolnoma nov element v nasem novem »svetu« Stevil. Ko
definiramo operacije z 0, moramo biti pozorni, da vse obicajne lastnosti ostanejo v

veljavi. Tako mora biti na primer 04+ 0 = 0. Preverimo:  0+0=[]+[]=[]=0.

Ker v obicajni mnozici celih Stevil velja, da je 1-0 = 0- 1 = 0, tudi tu pricakujemo

enako: 1®0=0

[1®[1=1T]
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Kako to izraCunati, saj za produkt »potrebujemo« elemente v drugi mnozici. Spomnimo
se, da se multimnozici 0in 0 v multimnozici iznicita (izpuhtita): [0 0] = []. To lahko
uporabimo tudi v obratni smeri. Ta proces imenujemo pojavitev (kreacija)

(Wildberger, januar 2023). []=1[00]

[O]®[00]=1]
[0+00+0]=1]
[00+0]=[]
Da dobimo smiselno resitev, mora biti 0 + 0 = 0.
Zaradi komutativnosti je potem tudi 0+ 0 = 0.

IzraCunajmo Se: 0®0=0

[0 0] [00]=[]
[0+00+004+00+0]=]]
[0 0 0 0+0]=[]
Ce Zelimo tudi na levi strani dobiti prazno mnozico, mora biti 0 4+ 0 = 0, da se elementi

med seboj iznicijo.

Sestevanko z Ni¢ = 0 in antiNi¢ = 0 predstavimo s tabelo:

@ 0 0
0 0 0
0 0 0

3.7.2. Multimnozica in antiMultimnozica

Naj bo M poljubna multimnozica. Po analogiji z raCunanjem v mnozici celih Stevil bi
moralo veljati: [M] ® 0 =0 oziroma [M] ® [] = []. Na levi strani enakosti imamo pri

drugi mnozici problem, ker je prazna mnozica brez elementov.
[M]®0=0

MI®[]=]]
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Prazno mnozico nadomestimo z [] = [0 0] in dobimo:
MI®[00] =[]
[M+0M+0]=1]]
[M+0M+0]=]]
[M M+0]=[]

Da bo ta enakost veljala, mora biti M + 0 = *M. Multimnozica *M ima lastnost, da se
z multimnozico M iznicita, ko sta skupaj v isti multimnozici. Multimnozica antiNi¢ = 0
ima zanimivo lastnost: ko jo pristejemo k poljubni multimnozici, se spremeni tip
multimnozice. Mnozico *M zapisemo z oglatimi oklepaji z rde¢o barvo. Mnozica *M
vsebuje enake elemente kot mnozica M, le druga¢nega tipa je: Ce je M =[00 0], je
potem “M = [0 0 0]. Rekli bomo, da ima lahko multimnozica M pozitivni ali negativni

naboj.
Povzemimo dobljene lastnosti:
M+0=0+M=M
M+0=0+M= "M
Ce postavimo M = 0, dobimo potrditev 7e znanega: 0+0 = %0 = 0.
Ce postavimo M = 0, pa dobimo: 0+0 = 0 = 0.Torej velja ( “0) = 0 oziroma *0 = 0.
Ce postavimo v zvezo *M = M + 0 = 0 + M namesto M kar M, dobimo
M) = M+ 0= M. Torejje *(*M) = M.

Bodimo pozorni, da zveza AQ 0=0® A =0 ne velja v primeru, ko je A= 0, saj je

0®0=0.

Zapisimo postevankiza 0 in O ter 1in ~1:

b2 0 0 b2 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 0 1|1 1
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3.7.3. Definicija celih stevil (kot multimnozice)

Mnozico celih stevil v »svetu multimnozic« vpeljemo podobno kot obicajno. MnozZica
Nar Ze vsebuje stevilo 0 (in seveda vsa pozitivna cela Stevila). Definirati moramo Se
negativna cela stevila. V prejsnjih razdelkih smo ze definirali nasprotno Stevilo k Stevilu
1,to je ~1 = [0]. Tam smo negativno Stevilo oznacili z minusom levo zgoraj, da lo¢imo
ta predznak od znaka minus = «-» za operacijo odstevanja. Po vzoru definicije Stevila
~1 definirajmo k vsakemu naravnemu stevilu n njemu nasprotno stevilo n tako, da bo

veljalo:n+ "n=0.
Definicija: Negativno celo Stevilo "n je multimnozica, ki vsebuje natanko n antiNicel.

“n=[000..0], kjer je n mo¢ mnozice ~n (Wildberger, jan 2023). Stevilo n vsebuje
n Stevil Ni¢, Stevilo “n pa natanko n Stevil antiNic. Ko seStejemo n 4+ "n, pari Ni¢c = 0 in

antiNic¢ = 0 izpuhtijo in ostane prazna mnozica, torej0: n+ n =[] =0.
Primer: ~3=[000], kerje3+ 3=[000000]=[]=0.
Veljatudi: "("n)= "[000..0]=[000..0]=n

Stevilo ~n lahko definiramo tudi kot "n=("1) ® n, saj je:

((D®n=[0]®[00..0]=[0+0 0+0..0+0]=[00..0] = "n, ker je v vsaki

multimnozico natanko n elementov.
Primer: (1) ®3=[0]®[000]=[0+0 0+0 04+0]=[000] = ~3.

Vse nasprotne vrednosti naravnih Stevil sestavljajo mnozico, ki jo imenujemo negativna
cela Stevila. Mnozica celih Stevil je sestavljena iz pozitivnih celih Stevil (to so naravna

Stevila), iz negativnih celih stevil ter iz Stevil 0 in 0.
Odstevanje definiramo kot obic¢ajno: a —b = a + (7b)
Primeri:

a) 32 =[000]6p[00]=[00000]=5
by 3—2 =3@(72)=[000]6p[00]=[00000]=[0]=1

18



Racunanje s Skatlami $katlic in antiskatlic

Q) 2-3=2®(3)=[001®[000]=[00000]=[0]= "1

d) 3®2 =[000]®[00]=[000000]=6

e) 3@ 2=[000]@[00]=[00000]=[0] =1

fy 3—-2=30"D®(2)=[000]d(0]®[00])=[000]B[00]=5
9) 3® 2=[0001®@[00]=[000000]= "6

hy 3@ 2 =[000]@[00]=[00000]= "5

) 3® 2=[000®[00]=[000000]=6

) B3-2=B3CDH®(2)=[000]d(0]®[00])=[000]B[00]=
[00000]= "1

Preverimo Se, kako poljubnemu elementu pristevamo 0 in kako mnozimo z O.

Izracunajmo na primer 3@ 0in3® 0.

3@0=[000] B[] =?. Rezultat je seveda enak 3, vendar pa ne vemo, kakSnega naboja
je.

3Q0=[000]Q[]1=[000]®[00]=7?000000?=7??= ..nevemo, ali je rezultat 0

ali 0.

Ta problem bomo skusali resiti v naslednjih poglavjih.

3.7.4. Negativna multimnozica

Definicijo negativnih celih Stevil stevil razsirimo Se na negativne multimnozice.

Definicija: Negativna multimnozica "M je tista, za kateroveljaM @ "M =0

Trditev: Naj bo M multimnozica. Potem je negativna multimnozica k mnozici M enaka
M=("1)Q M.

Dokaz: Naj multimnozica M vsebuje kot elemente multumnozice A,B ... Z. Torej je
M = [AB ... Z]. Za vsako multimnozico [X] velja:

XI=C1DR®[X]=[0]® [X] = [0 X] = [ “X].
Potem je:

M=(1DQM=[0]Q[XY..Z]=[0BHX 0DY..0HZ]=[%% ° .. %Z]in
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konc¢no
M® M=[XY.Z]® [*X %.. Z]|=[XY..Z °X °Y.. %Z]=[]=0, sa pari

oblike X in %X izpuhtijo.

Hkrati smo pokazali tudi, da velja: M = [ *“m: m € M], saj mnoZenje z ~1 spremeni

naboj vsem elementov v multimnozici M.

Primer: Naj bo M=1[1[23]]=[[0][23]]
Potemje M =[0]® [[0][23]]=[[]]® [[0][23]] =[[0][2 3]].
Enako dobimo tudi po drugi poti: "M = [ %1 %[23]] =[[0] [2 3]].

Preizkus: M& "M =1][0][23] [0][23]]=[]=0. (Dvakrat delec in anti-delec
izpuhtita).

Trditev: Negativna mnozica negativne mnozice je prvotna mnozica: ~("M) = M.
Dokaz:
M=) (M =DR((DOM)=((DR(D)RM=10M=M

V izpeljavi smo upostevali asociativhost mnozenja multimnozic.

3.7.5. Cela in antiCela stevila

V poglavju 3.6.3. smo opisali mnozZico celih stevil. Ta mnoZzica vsebuje vsa naravna
Stevila (cela pozitivna Stevila), Stevilo Ni¢ = 0, Stevilo antiNi¢ = 0 in k vsakemu
naravnemu stevilu Se njegovo nasprotno stevilo (negativna cela stevila). Opazili pa smo
tudi, da nekaj ni v redu. Ko stevilu pristejemo 0, je naboj vsote nedolocen. Prav tako

imamo problem glede naboja produkta pri mnozenju z 0.

Tako po vzoru racunanja s splosnimi multimnozicami k vsakemu od nic razlicnemu
Stevilu dodamo Se antistevilo po vzoru stevila 0 (Wildberger, sept. 2023). Antistevilo

celega Stevila n je tisto Stevilo, ki znotraj iste mnozice povzroci, da obe Stevili izpuhtita:
M = [Stevilo antiStevilo] = []
Antistevilo k vsakemu celemu Stevilu n zapiSemo kot “n, ozna¢imo pa z rdecimi

oklepaji, vsebina pa ostane enaka. Tej lastnosti pravimo, da ima vsako celo Stevilo lahko
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Se pozitivni ali negativni naboj. Poimenovanje smo povzeli iz fizike, kjer so za nekatere
elementarne delce odkrili tudi njihove anti-delce, torej enake delce, ki se razlikujejo v

naboju, na primer: elektron in proton.
Primer: 3 =[000] 3 =1000]
-3=[000] “%(=3)=[000]

Opazimo, da imamo v tej mnozici celih in antiCelih Stevil dve vrsti nicel (Nic in antiNic)

ter Stiri vrste nenicelnih Stevil pri vsakem naravnem Stevilu n: n, ™n, “nin *(—n).

Za ra¢unanje z njimi vpeljemo Se pravila glede dolocCanja naboja. Pravila so:

pozitivni naboj @ pozitivni naboj = pozitivni naboj [X] ©[Y] = [XY]
pozitivni naboj @ negativni naboj = negativni naboj [X] ©[Y] = [XY]
negativni naboj @ pozitivni naboj = negativni naboj [X] ©[Y] = [XY]
negativni naboj @ negativni naboj = pozitivni naboj [X] ©[Y] = [XY]
pozitivni naboj ® pozitivni naboj = pozitivni naboj [X] Q [Y] = [XY]
pozitivni naboj ® negativni naboj = negativni naboj [X] ®[Y] = [XY]
negativni naboj @ pozitivni naboj = negativni naboj [X] ®[Y] = [XY]
negativni naboj @ negativni naboj = pozitivni naboj [X] ®[Y] = [XY]

Primeri raCunanja:

3 “2=[000]p[00]=[00000]= 95
(-3)&® “2=[000]D[0
(-3)® “2=[000]® [0
3 “2=1[000]6[00]=
B 2=[0001®[00]=
3@ “(-2)=[000] [0
B® “(-2)=1[000]®[0

[

3@ 22=[000]®[00]=[000000] = %
0]=[00000]= %("1)
0] =

[000000] = ("6)
00000]=5

[
[000000]=6
0]=[00000]=[0]=1
0]

[000000] ="~
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4. Racunanje s skatlami in antiskatlami

V tem poglavju bomo naredili nekaksen povzetek oziroma neke vrste posplositev tega,
kar smo razvijali na konkretnih primerih v tretjem in ¢etrtem poglavju (Wildberger, okt
2023). Opisali bomo »svet« delcev in anti-delcev ter v njem definirali operaciji
seStevanje in mnozenja ter posebna »dogodkac:
- izpuhtitev (anihilacija), ko se v isti mnozici srecata delec in njegov anti-delec ter
- pojavitev (kreacija), ko se istoCasno pojavita delec in anti-delec .
Objekte bomo prikazovali s pravokotniki, razen pri nekaterih Stevilskih primerih. Ta
nacin je tudi preglednejsi kot zapisovanje z oklepaji. Najprej opiSimo univerzalno
multimnozico, v kateri bomo definirali operaciji sestevanja in mnozenja in vpeljali nekaj
novih lastnosti. Elemente v tej mnozici imenujemo objekti. Hkrati pa naj bo v mnozici

za vsak objekt tudi anti-objekt, na primer:

objekt: |O O 00O anti-objekt | O O O O O

V nasi nalogi bomo objekte imenovali »skatle«, anti-objekt pa »antiskatla« (po ang:

box).

Enako velja tudi za elemet Ni¢=0. Poleg objekta 0 obstaja tudi objekt antiNi¢ = ¢0=0.

Mnozico skatel in antiskatel bomo imenovali »svet skatel in antiskatel«.

4.1.  Definicija »sveta skatel in antiskatel«

Skatlo definiramo takole:

1. Nic=0= in antiNi¢ = 0 = sta skatli.

2. Ceso P,Q,R,S .. T %katle ali antiskatle,
potem sta tudi A = Skatla(P,Q,R S...T) in *A = antiskatla (P,Q,R,S ...T) Skatli.

V tem primeru so P,Q,R,S ... T elementi skatel A ali *A.
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V »svetu Skatel in antiSkatel« obstajata dogodka pojavitev (kreacija) in izpuhtitev

(anihilacija).

Dogodek pojavitev se zgodi, ko praznino nadomestimo hkrati z 0 in 0 oziroma s

Skatlama A ali ®A hkrati: [1=1[00] [1=[4 %A4]

Dogodek izpuhtitev se zgodi, ko se $katli A in ®A hkrati znajdeta v isti multimnozici

in se medsebojno »iznicita<: [00] =[] [A “4] =1]

Primeri izpuhtitev Skatel so na Sliki 9.

O
L]

[

L]
Do |-
o || Y

Ll
|

O O |

Slika 9: Primeri izpuhtitev Skatel in antiskatel

4.2.  SeStevanje skatel

Sestevanje Skatel je definirano, kot je definirano sestevanje multimnozic.

Definicija: A@ B = AU B, kjer je naboj vsote dolocen s tabelo:

S,

Sestevanje Skatel lahko razsirimo na sestevanje vec clenov, na primer:
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+[ 1+ ]+ 1+ 1+ 1=[1="°0

Tu se postavi vprasanje, kasnega naboja je rezultat. Ugotovimo naslednje:

Ce je $tevilo 3katlic z negativnim nabojem sodo $tevilo, je potem konéna 3katla

pozitivnega naboja.

Ce je Stevilo $katlic z negativnim nabojem liho Stevilo, je potem konéna 3katla

negativnega naboja.

Dokaz: Naj bo C = A @ B, kjer so A, B, C $katle. Ce ima $katla A pozitivni naboj, potem
je naboj skatle C enak naboju sSkatle B, saj pristevanje Skatle s pozitivnim nabojem ne

spremeni naboja druge skatle.

Ce pa ima $katla A negativni naboj, je naboj $katle € enak nasprotnemu naboju katle
B, saj skatla z negativnim nabojem spremeni naboj. Ker je vsota dveh skatel z
negativnim nabojem Skatla s pozitivhim nabojem, je vsota sodega Stevila skatel z
negativnim nabojem vedno Skatla s pozitivnim nabojem. Tako nam v vsoti vec Skatel
ostane na koncu vsota dveh skatel s pozitivnim nabojem ali vsota skatel z razlicnima
nabojema. Prvi primer nastopi, ko je bilo v zaCetku sodo sStevilo Skatel z negativnim
nabojem, drugo pa v primeru, ko je bilo v zacCetku liho Stevilo Skatel z negativnim

nabojem (glej primer na Sliki 10).

L] + 10O +

L) (O] O L]

Slika 10: Dolo¢anje naboja koncne skatle
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4.3.  Mnozenje skatel

AQ B =[a® b;(a € A)a(b € B)], kjer je naboj produkta dolocen s tabelo:

|0 [
00 O

00 O

Primer je na Sliki 11.

A= |00 OO0 B=| (L OO [CJC

O O (OO Higuj|u|EN

A®B = =
OO0 OO (OO Eed H|E|E|N

Slika 11: MnoZenje skatel (primer)
44.  Lastnosti osnovnih racunskih operacij
Trditev: Sestevanje Skatel in antiskatel je komutativno in asociativno.
Dokaz:
komutativnost: A@B=AUB=BUA=B®A
asociativnost: AP BHC)=4Ad(BuUuC)=AUBUC=(AUB)UC =
=(A®BUC=ADBBDC
Trditev: Mnozenje Skatel in antiskatel je komutativno in asociativno.
Dokaz:

komutativhost: AQB=[a@® b;a€AinbeB]|=[b@Pa,a€edinbeB]=BRA
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asociativnostt AQ (BRC)=(AQB)RC

Na levi strani izraCunamo najprej vse mozne vsote elementov iz mnoZzic B in C, nato pa
vse mozne vsote, kjer je prvi element iz mnozice A, drugi element pa iz mnozice B ® C.

Tako dobimo vse mozne vsote elementov a + b + ¢, kjerjea € A,b € B,c € C.

Tudi na desni strani dobimo s podobnim premislekom vse mozne vsote a + b + ¢, kjer

jea€AbeB,ceC.
Lahko bi dokazali tudi takole:

Mnozica A® (B Q C) vsebuje vse mozne vsote a+ (b+c). Ker je a+(b+c¢) =

(a+b)+c,vela(a+b)+ce(AQB)RC.

Mnozica (A @ B) ® C vsebuje vse mozne vsote (a+b)+c.Kerje(a+b)+c=a+
(b+c), velja a+(b+c)eAQ(BR®C). Mnozici AQ(BRC) ter (ARB)RQC

vsebujeta enake elemente, torej sta enaki.

Trditev: Za seStevanje in mnozenje skatel ne velja distributivni zakon.

Protiprimer 1:
A = D B = I:I C = D

Ao (Bec)=[0] e ([O]e[0))= [0l e [O)-[00]=0=0
(ae B)e(Aec)=([O]e[C])e ([Ole [0l o[- 0000

ID|
®

0

Protiprimer 2:

A= B=|I0] c=IO0O

Ae(BecC) =|fe(
(Ae B)®(AeC)=(

Oon)=[0le[C =00 =™
Oo))=[0le[00l=C]=1

L]
®
O
[
L]
®

O
®
O
L
O
®
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Protiprimer 3:

A=(O=" B -

Cll=x ¢ =]l = x"

|:|=|I:| | - (x+x7)

o[ (|0l |

O| e (O e |IZf )= |C
L]

alis] | =
E :“ﬁ—glz (x+x")

L [

Trditev: Distributivni zakon velja, Ce so vse Skatle pozitivhega naboja.

Dokaz: Naj bodo X, Y in Z Skatle.

A: B: Czlzl

Ae(Bel)=[xle(Me[z])-
= [x] @ [y z] = [xty_x+7]

(AeB)e(Ae® ()

(®)@(®):

[X*Y[@[X*Z ]| =[x+y Xx+Z]

Trditev: Distributivni zakon ne velja, Ce so vse Skatle negativhega naboja

Protiprimer: Naj bodo X, Y in Z antiskatle.

A: B: C:

Ae(Bel)=[xle([Y]e([z] )=
= [x] ® [y z] = [xty_x+zZ]

(AeB)e(Ae ()

(Hel)e(He):

XY@ [X*Z]=[x+y x+Z]
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4.5.  Odstevanje skatel in antiskatel

Podobno kot smo Ze odstevali sploSne multimnozice, lahko odstevamo tudi Skatle.

A©B=A® ("B), kier je "/B=("1)® B. Mnozica "B je negativha mnozica k

mnozici B. Vela B@® "B = 0.

Primer:

A= O B=((O O] |0

>
1

w©
1]

Ao B=Ae(1)eB-= Ollle (e (101 101 =

: Of|ef{(L O]} |14 |* Of | ooy |0 = 00

4.6.  Vrste skatel — povzetek

V svetu Skatel imamo stiri vrste skatel: Skatlo = A, negativno skatlo = A4, antisSkatlo =

~A, in antiNegativno Skatlo = 4("A). Se nariéimo:

A:D -A=D
‘A= ‘(A) =L

4.7. Primeri mnozic skatel skatlic in antiskatlic

4.7.1. Ni¢ kot prazna skatlica

Stevilo nic je prazna multimnozica Nic=[] = 0.

Stevilo 0 prikazemo s prazno $katlico. 0= D
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4.7.2. Naravna Stevila kot skatle

Naravno stevilo n je multimnoZica/skatlica, ki vsebuje Stevilo 0 natanko n-krat. Dogovorimo

se, da v tem poglavju Stevila 0 ne bomo Steli k naravnim Stevilom.

Primeri:

w
[}

-0

2= 00 n= [O00 —— O] &tevilo[J=n

Primer: 3=[000 =
Mnozica naravnih Stevil je torej mnozica [12 345 ...].

Ker so v nasem primeru naravna stevila predstavljena z multimnozicami/skatlami nicel,

je sestevanje definirano z unijo m @ n = m U n, mnozenje pa kot v poglavju 4.3, to je

m@n=[a® b;(aem)a(b €n)l.

Primera:

2@3=[00®000|=(00000 =5
2®3=[00] ®|000|=|000000|=6

4.7.3. Naravna in antinaravna Stevila s skatlami

Vzemimo mnozico naravnih Stevil tako, kot v prejsnjem poglavju, brez Stevila O, se pravi
brez prazne Skatlice: [1 2 3 4 5...]. K tej mnozici naravnih Stevil dodajmo Se mnozico
antinaravnih sStevil, k operacijama sesStevanja in mnozenja (ki sta definirani kot obicajni
v svetu Skatel) pa Se dogodek izpuhtitve. Za vsako naravno Stevilo n je antistevilo “n
tisto, s katerim znotraj iste multimnozice izpuhtita: [ n “n]=[]. Za radunanje in
dolocanje naboja veljajo enaka pravila, kot smo jih definirali v svetu Skatel in antiskatel.

Antinaravno Stevilo predstavimo v rdecem okvircku.

29



Racunanje s Skatlami $katlic in antiskatlic

Primeri:

7] - [@Eg-0-o

3¢ “4=[000]®ooool=l0000000|= 27

3I® tJ‘-’-l=|[.'!lf}lf.1| ®|DODD|= 000000000000|= “12

‘3¢ “4=|000| & |0000| =|0000000O)| =7

“3® “4=[000] ®[o000| =[o00000000000]=12

4.7.4.Cela in anticela stevila kot skatle

Mnozica celih stevil vsebuje cela pozitivna stevila (to so naravna Stevila), cela negativna
Stevila in stevilo 0. V poglavju 3.6.3 pa smo utemeljili, da mora k vsakemu elementu
obstajati antielement, da velja [M]® 0 = 0. Tako smo dodali Se antini¢ (“0 = 0) in k

vsakemu celemu stevilu Se antistevilo ter dogodka izpuhtitve in pojavitve.

Zaracunanje z 0in O veljata sestevanka in postevanka:

S 0 0 & 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Velja seveda tudi: ( 0) = 0 oziroma 0 = 0.

Stevili Ni¢ in antiNi¢ bomo zapisali tudi s $katlicama:
0= ] n 0=[]

Naboj vsote ali produkta doloc¢imo po znanih pravilih (glej poglavji 4.2 in 4.3).
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ZapiSimo Se nekaj racunov s Skatlami:

[ 3 %"3)] = ||ooo| |ooo0]|]= =0

3®0=[000]® [] {000] ® [00] =[o00000]=["]=

2-3=2@® 3=[00] ®[ooo] =[oo000] =[0] = 1

2® 3=[00]®|oo0| =|oo0000]= "6

2-("3)=20 (=28 (D3 =oo]e]®pog-odeboo]-s

2@ 5=[00| ®[00000]=) 0000000 ={000]| = 2("3)

“2)® Y("3)=|00|®|000| J000000| =6

4.7.5. Racunanje s polinomi' z naravnimi stopnjami

Oglejmo si nekoliko drugacno predstavitev skatel in racunanja z njimi.

Izkaze se, da lahko s Skatlami tudi sestevamo in mnozimo polinome.
Definicija: Polinom s celimi koeficienti in pozitivnimi stopnjami je vecclenik oblike

ap + ayx + ax? + -+ a,x", kjer so koeficienti ay,a,, ... a,, cela Stevila, n pa naravno
Stevilo.

Primeri polinomov: 3 — 2x, 2+ 3x +x2,4 — 16x°

1V nalogi se ne ukvarjamo s polinomi kot funkcijami, ampak s polinomi kot izrazi: vzamemo kombinacije potenc
za primer racunanja s Skatlami.
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1
—

Uvedimo nove oznake: x = @

Izraéunajmo, koliko je x2.
.- O[O -[E-0-Ea)- [z

Primeri:

2+x=|[OO0][][]
1+x+x = [JOCO0]
3+2x =| 000 [O[O

Ll| =-x sajje ||[O]|e|O]|=]C) [Of]|= =0

OO0l =2 ssvea (OO @[O0 =00 00|z -0

S pomocjo te predstavitve lahko »zapiSemo« katerikoli polinom in z njimi raCcunamo,

kot sestevamo in mnozimo Skatle.

Oglejmo si nekaj primerov:

(1-x) (1+x) = Ol e ([ ][O} 0| [Ol[cgl -
= OO f= 1-x°
(2+x) (4-2x+x?) = (1] |e O |0 (E Of|=
O} (O] O O
= O} (O] 0 0 =
L0\ 0|0 1O 0O (001000

E OO0 = 8+x°
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4.7.6. Racunanje s polinomi? s pozitivnimi in negativnimi stopnjami
Definicija: Polinom s celimi koeficienti in s celimi stopnjami je vecclenik oblike
A_pX ™M+ tax 2 +a_x P 4+ay+ax+ax?+ -+ a,x™, kjer so koeficienti
A_mmy ey A1, g, Aq, ... A, Cela Stevila, n in m pa sta naravni stevili.

Primeri: x ' +3—2x, x 24 2+3x+x%x 3+ 4—16x°

Predstavitev polinomov s pozitivnimi stopnjami s Skatlami lahko razsirimo Se na

potence z negativnimi stopnjami tako, da opisemo:

@ =x", sajjex -x'= ||:|| ® |D| = |D|+IE|

(OO ]=1
@ =-x", sajvelja(-x)- (-x") = IE ® @ = IE'+IE| = = |:| =1

|zraCunajmo Se primer:

(2-x7*) (2+x?) = O Ojfe O 0Oj| =

mj.

oo agoooo

= Qooo|= 4-x*

2 Tudi tukaj polinomov ne obravnavamo kot funkcije, ampak le kot izraze, se pravi kot kombinacije potenc s
celimi eksponenti in celostevilskimi koeficienti.
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5. Nove ideje

Ob raziskovanju novega racunanja so se nam porodile Se nekatere ideje. Pri drugi in
tretji ideji ne vidimo prakticne uporabe. Morda pa se bo kdaj kasneje izkazalo za

uporabno.

5.1.  Racunanje s polinomi z vecjimi koeficienti

V poglavjih 4.7.6 in 4.7.7 smo opisali racunanje s polinomi s celimi koeficienti, ki niso
preveliki. Ce so koeficienti po absolutni vrednosti vedja Stevila, je ta nacin racunanja
zelo neroden in nepregleden. Predlagamo naslednji nacin zapisa in racunanja tako, da

s posebno oznako levo spodaj oznacCimo, kolikokrat nastopa posamezni clen.

Primeri:
5—3x =] 3|E|
G+7x)+G-7x0) =0 Jl=t|ge |0 =..4,0]= 10

(B3x+5x72)-(3x—5x72%) = 3|E| ®| O] 5 =

- oo LdoO Loogj |00oO —
— 9||:||:|| 25DDDD = Qy2 _ 2G5y 4
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5.2.  Nicle funkcij

Vzemimo mnozico celih in anticelih Stevil in v njej poglejmo nekaj primerov, kako je z
niclami funkcij.
Definicija: Naj bo dana funkcija f(x) v mnozici celih in anticelih Stevil. Nicla funkcije

£ (x) je tisto Stevilo x, pri katerem je vrednost funkcije enaka 0. Ce je funkcija na primer

f(x) = —2x + 6, je Stevilo 3 nicla te funkcije, ker je f(3) = 0.

Primer 1: Naj bo dana linearna funkcija s predpisom: f(x) = 2x — 4, definirana v

mnozici celih in anticelih Stevil. Naredimo tabelo z nekaj Stevili in antistevili.

X f(x)
—1 —6

0 —4

1 -2
2 0

3 2

x f(x)

‘(-1 | “-6)

0 “(—4)
“1 “(-2)
a5 0
a3 )

Ugotovitev:

Funkcija f(x) = 2x — 4 ima v mnozici celih in anticelih Stevil dve nicli: 2 in 2.
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Primer 2: Naj bo dana funkcija s predpisom g(x) = x? — 1, definirana v mnozici celih in

anticelih stevil. Naredimo tabelo z nekaj stevili in antistevili.

X 9(x)
—2 3
—1 0

0 -1

1 0

2 3

x g(x)

¢(-2) 3
¢(-1) 0

0 —1
a1 0
) 3

Ugotovitev:

Funkcija g(x) = x2 — 1 ima v mnozici celih in anticelih Stevil stiri nicle: 1, -1, %1,

¢(-1).

5.3.  Prastevila in razcep na prastevila

Vzemimo mnozico celih in anticelih Stevil in v njej poglejmo nekaj primerov, kako je z
niclami funkcij.
Definicija: Pozitivno celo Stevilo p je prastevilo natanko takrat, ko je razcep na

prastevilaenak p=p-1lalip = % - *1.

Definicija: Pozitivno anticelo Stevilo “pje prastevilo natanko takrat, ko je njegov

razcep na prastevilaenak “p = “%p -1ali %p = p- *1.
Nastejmo nekaj prvih prastevil:

2, 2,3, 93,5, 45,7, 47,11, “11,13, *13,17, 17,19, %19, ...
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Anticela prastevila imenujmo tudi antiprastevila. Cela Stevila, ki niso prastevila, so
sestavljena $tevila. Pozitivna cela $tevila lahko razcepimo na en sam nacin. Ce
upostevamo Se antiprastevila, je razcepov vec.

Primeri:

6=2-3= -

12=2-2-3=92-9.3=2-92- 93

54.  Drugi poskus definicije celih stevil z multimnozicami

V poglavju 3.6.5. smo problem dolocitve naboja vsote, ko je en ¢len enak 0 in produkta
z 0 resili tako, da smo uvedli nova antistevila. Poskusimo sedaj omenjeni problem resiti

drugace, se vedno pa z multimnozicami.
Mnozica celih Stevil:

- vsebuje Stevilo 0,
- vsebuje Stevilo antini¢ = %0 = 0,
- vsa cela pozitivna Stevila, ki so multimnozice, sestavljene iz stevil O, ter

- vsa cela negativna Stevila, ki so multimnozice, sestavljene iz stevil 0 = 0.

Primer pozitivhega celega stevila je 5=[0 0 0 0 0], negativnega celega Stevila pa "4 =

[0000].

Sestevanje in mnozenje naj bo definirano tako, kot smo definirali ze prej pri

multimnozicah:

AGB = AUB
AQB=[a® b;(a€A)r(b € B)].
Za sestevanje in mnozenje s steviloma 0 in 0 naj veljajo enaka pravila, kot obicajno pri

multimnozicah:

37



Racunanje s Skatlami $katlic in antiskatlic

V tej mnozici pa sta Se dva dogodka in sicer:
- izpuhtitev (anihilacija), ko 0 in 0 znotraj iste multimnozZice izpuhtita (izgineta):
[00] =11 ter

- pojavitev (kreacija), ko se v isti multimnozici hkrati pojavita 0 in 0: [] = [0 0]

Na novo pa definiramo: Pristevanje Stevila 0 k nenicelnemu Stevilu ne spremeni

naboja, prav tako ne spremeni naboja mnozenje nenicelnega Stevila z 0, na primer:
30=3 0p3=3 30=3 0®3=3

Ali drugace recCeno: Vsi nenicCelni elementi imajo samo pozitivni naboj. Ko jih

predstavljamo s Skatlami, imajo vse nenicelne skatle samo crne okvirje.

V tej mnozici veljajo asociativhostni in komutativnostni zakon za sesStevanje in

mnozenje ter distributivnostni zakon (razen ko gre za same antinicle).

To mnozico bomo imenovali cela stevila s stevilom antiNic.

Primeri raCunanja: 3@ 0=[000]@[]=[000]=3
30=[000]p[]=[000]=3
30=[000]p[]=[000]B[00]=[000000]=[]=0
3Q0=[000]p[]=[000]BH[00]=[000000]=[]=0

3@2=[000]@[00]=[00000]=[0]= "1

3®2=[000]®[00]=[000000]= 6

3@ 2=[000]®[00]=[000000]= 6
304=3@ 4=[0001®[0000]=[0000000]=[0]= "1

Menimo, da bi za predstavitev celih Stevil, seStevanja in mnozenja, zadoscala ze tu

opisana mnozica in pravila, kjer ni potrebno uvajati antistevil (razen antinicle).
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5.5. Nazorna predstavitev sestevanja in mnozenja celih
stevil s skatlicami

Opis celih stevil, ki smo ga razvili v poglavju 5.4., bomo nekoliko priredili, da bomo
lahko nazorno predstavili sestevanje in mnozenje celih Stevil s Skatlicami. Namesto
Stevil ni¢ in antini¢ bomo vzeli rumene kroglice, ki bodo predstavljale pozitivno Stevilo
nic = © in rdece kroglice, ki bodo predstavljale negativno Stevilo ni¢ = 0. Lastnost teh
dveh Stevil © in 0 je, da ko nastopita hkrati obe v isti Skatlici, izpuhtita: [ 0] = []. Za
raCunanje s Steviloma = in 0 veljajo preprosta pravila: vsota ali produkt enako
predznacenih Stevil ni¢ je vedno pozitivno Stevilo ', vsota ali produkt razlicno

predznacenih stevil nic je vedno negativno Stevilo 0:
+ 0+0=", x 0x0=",7+0-00+ " =0,0x 0 x0=0.

Pozitivna cela stevila predstavimo s Skatlicami pozitivnih Stevil ', negativna cela Stevila

pa s skatlicami negativnih stevil 0, na primer: 3 = Ij “4=10000].

Sestevanje celih Stevil definiramo z njuno unijo: a @ b = a U b. Prakticno izvedemo
sestevanje tako, da Skatlici a in b stresemo v tretjo Skatlico, pogledamo morebitne
izpuhtitve = in 0 in prestejemo ostanek kroglic, na primer:

3+ 5 = IOOOl + [00000] =[00000000] = 8

3+ 5= ]+[00000]=| 00000]=[00] = "2

Mnozenje celih Stevil je definirano kot mnozenje sSkatel:

AQB =[a® b;(a e A)r(b € B)]. Oglejmo si nekaj primerov.

_ = ¥ T _f _
3x2=[ | x[ I_»+ N N _ 6

[0 + 0+ 0+

3x2=|000|x| |:-O+ 0+ o+ =1
I fo¥o0 0+0 0+0]_Tf 1.
3x2=[000xO0 =)y ¢ 910 0+0|~| |=¢
Konkretna izvedba bi bila z rumenimi in rdecimi kroglicami na plos¢i z jamicami ali

predalcki/skatlicami. Vsako Stevilo iz druge mnozice seStejemo z vsakim Stevilom iz
prve mnozice in sestejemo dobljene pare po pravilih za racunanje s Steviloma ' in 0.

=)
=)
==
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6. Zakljucek

V nalogi smo raziskali temeljne principe seStevanja in mnozenja naravnih in celih Stevil
s pomocjo racunanja z multimnozicami. Razvili smo racunanje tudi z anti-delci, ki je (po
nasi vednosti) popolnoma novo. Pomagali smo si z video posnetki profesorja
Wildberga (glej Vire). V. nam dostopni literaturi nismo zasledili pisnih virov s tega
podrocja. Opisani pristop se razlikuje od obicajnega v tem, da za enoto naravnega
$tevila ne vzamemo $tevila 1 temve¢ $tevilo 0. Stevilo 0 predstavimo s prazno mnozico
in iz tega izpeljemo vse druge predstavitve naravnih in celih Stevil. Posebej je zanimiva
definicija mnoZenja Stevil, ki jo izvedemo s seStevanjem. Da je mnozenje dobro
izvedeno, je lepota matematike ravno v ideji, da se Stevila predstavi kot multimnozice
nicel. Ker smo izhajali iz predpostavke, da se znane lastnosti racunanja ohranjajo, smo
uvedli Se posebno sStevilo antinic in k vsakemu nenicelnemu stevilu Se antistevilo. Zaradi
nazornejSe predstavitve smo Stevila predstavili s Skatlami in tako opisali »svet Skatel in
antiskatel«. RacCunanje s Stevili smo razsirili Se na seStevanje in mnozenje polinomov s
pozitivnimi in negativnimi potencami. Po vseh raziskovanjih smo na koncu predstavili

nazorno predstavitev sestevanja in mnozenja celih Stevil z multimnozicami.

Nasa dognanja bi lahko Se razsirili in nadaljevali raziskave:

a. Zanimivo bi bilo poskusiti, kako bi s tem pristopom zapisali ulomke in izvedli
deljenje.

b. Druga mozna poglobitev bi lahko Sla v smeri, da bi v »notranjosti Skatel«
dodajali nove skatle in iskali predstavitve v praksi. Domnevamo, da bi bili to
izrazi z ve¢ neznankami.

c. Tretja moznost pa predstavlja morebitno uporabo takSnega racunanja v svetu
delcev in anti-delcev. Fiziki so Ze odkrili nekaj anti-delcev k znanim delcem. V
bistvu smo v nalogi ze opisali racunanje z delci in anti-delci, le da smo jih

imenovali Skatle in antiskatle.
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