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Numeri¢na analiza Rayleigh Benardove konvekcije

POVZETEK

Ta raziskovalna naloga obravnava numeri¢ne metode resevanja Navier-Stokesovih
enacb. V nalogi obarvamo dve preprosti mrezni metodi s staliS¢a njune matema-
ticne formulacije, Casovne zahtevnosti in natanc¢nosti.

Navier-Stokesove enacbe opisujejo gibanje tekoc¢in. Spadajo med zahtevne parci-
alne diferencialne enacbe drugega reda. Posvetili se bomo predvsem enacbam, ki
opisujejo nestisljive tekoc¢ine. V nalogi bomo formulirali enacbe na podlagi Rayleigh-
Benardove konvekcije in se ukvarjali z najpreprostejSimi robnimi pogoji.

Numeri¢no resevanje parcialnih diferencialnih enach je sestavljeno iz pretvorbe di-
ferencialnih enacb v sistem navadnih enacb. Za gradnjo sistema se pri Navier-
Stokesovih enacbah uporablja veliko metod. Konc¢ne metode se delijo na tri, in sicer
na metodo konc¢nih elementov, konc¢nih razlik in metodo konc¢nih volumnov. Konc¢ne
metode so uporabne predvsem zaradi njihove preprostosti in hitrosti izvedbe. V
nalogi smo si izbrali dve kon¢ni metodi, in sicer metodo konénih volumnov in razlik.

Na primeru Rayleigh-Benardovih enacb so v nalogi razlozeni vsi postopki, ki opi-
sujejo numericno resitev danega problema. V nadaljevanju hierarhi¢no obdelujeva
in primerjava kon¢ni metodi. Dane enacbe v dveh dimenzijah graficno predstavimo
in numeri¢no obdelamo. Casovne primerjave potekajo na rac¢unalnikih s sodobnimi
centralnimi procesnimi enotami. V najinem primeru je to Intel(R) Core(TM)i7 z
4-mi jedri.

Kljuc¢ne besede: Numeri¢ne metode, parcialne diferencialne enacbe, Navier Sto-
kesova enacba, metoda kon¢nih volumnov.



1 Uvod

V tej raziskovalni nalogi bomo numeri¢no analizirali pojav, ki bo temeljil na reseva-
nju parcialnih diferencialnih enacb (PDE). Pojav imenujemo Rayleigh Benardova
konvekcija in je primer naravne konvekcije tekocine, ki nastane zaradi sile vzgona.
Pojav nastane, ko s stalno temperaturo segrevamo zgornjo in spodnjo mejo domene
tekocine. Zaradi razlik v temperaturi med posameznimi deli tekocine se pri¢ne
konvekcija (dvigovanje in spuséanje posameznih delov tekoéine). Ta pojav je znan
predvsem po t. i. Benardovih celicah, ki nastanejo med pojavom.

Ta pojav bomo opisali s pomocjo Navier-
Stokesovih enacb (NS). Glavni cilj te naloge je
zapisati sistem PDE in ga numeric¢no resiti z me-
todo koncnih razlik (MKR) in metodo koncnih
volumnov (MKV).

Podrobno bomo opisali tudi resevanje pro-
blema skalarnega polja tlaka. V  dru-
gem delu raziskovalne naloge bomo opiso-
vali obnasanje PDE in numeri¢no zahtevnost
PDE.




2 Rayleigh-Benardova konvekcija

2.1 Zgodovina

Leta 1900 je Henri Benard opazoval tekoc¢ino v posodi, ki jo je segreval od spodaj.
V tej posodi so nastali konvekcijski tokovi. Pri tem je bil zelo osredotocen na
povrsino gladine kapljevine, ki je spreminjala obliko. Leta 1916 je Rayleigh opisal
konvekcijo s temperaturnim gradientom. Pri svoji analizi tekoc¢in je tako opisal
pojav in njegovo obnasanje, ter kot prvi postavil skalarno koli¢ino in jo poimenoval
kot Ra Rayleighjevo stevilo. Ko je razlika v temperaturi med zgornjo ter spodnjo
ploskvijo dovolj velika se za¢ne tako imenovana Rayleigh Benardova konvekcija. [1]

2.2 Formulacija problema

Naj bo tekocina, ki jo opisujemo idealna in nestisljiva.
Naj bo domena pojava 2 C R"™ kompaktna. 0f) naj bo
gladek rob domene 2. Taksno tekocino lahko opisemo z
Navier-Stokesovo enac¢bo (2.1)

u+pu(V~u):—Vp+V-T+F, (2.1)

Pot

kjer u predstavlja vektorsko polje hitrosti, p gostoto teko-

¢ine, p skalarno polje tlaka in 7 viskozni tenzor. Ker velja Slika 1: Domena €2

ohranitev mase lahko upostevamo kontinuitetno enacbo

(2.2)
dp
— V-u=0. 2.2
5 TPV U (2.2)

V primeru, ko je sprememba gostote majhna, smemo uporabiti Boussineqov pri-

blizek.
p=po(l—a(T —Tp)), (2.3)

Ta priblizek predpostavlja linearno odvisnost spremembe gostote od temperature
2.3 in ga upostevamo le pri vzgonskem delu enac¢be (T je temperatura spodnje plo-
SCe, o pa koeficiente temperaturnega raztezka.)

Ker ta priblizek upostevamo le pri vzgonskem delu ¢lena, lahko kontinuitetno
enacbo (2.2) zapisemo kot (2.4)

V-u=0. (2.4)

Za nestisljive tekocine velja, da je napetostni tenzor enak (2.5)

0
——

V-r=uV- - (Vu+Vu)) =pu(V-(Vu) +V-(V-u) =upVu, (2.5)



kjer je pu koeficient viskoznosti. 7 upostevanjem vseh teh predpostavk se enacba
(2.1) zapise kot (2.6)

ou
Po (815 + (u- V)u) = —Vp+ Vu+ gpo(l — (T — T)) (2.6)
V sistemu velja tudi enacba, ki opisuje prenos toplote po prvem zakonu termo-
dinamike (za ve¢ glej [2]).

0
—

cvp%f +p(u-V)(c,T)=V-(AVT)—p(V-u)+, (2.7)

kjer je T je temperatura, ® koeficient mikroskopskega segrevanja, \ koeficient
toplotne prevodnost, in ¢, je specificna toplota. V tej enachi se ¢len ® zanemari, saj
je segrevanje v primerjavi s prevajanjem toplote zelo majhno. Koncéna oblika enache

je tako (2.8) pri ¢emer smo vse konstante zapisali v x kot, ( k= pokcv)
or
5+ (u-V)T = kV*T (2.8)

V literaturi [2] je izpeljan ves postopek izpeljave teh treh PDE. Koncamo s
sistemom (j predstavlja enotni vektor)

Viskozni clen

8 Kovekcijski pospesek P
U —o 1 T o A
ot : S Y 0 Q 2.
5 +  (u-V)u pOVp+ Rav u+0j v (2.9)
V-u=0 v ) (2.10)
00 1

— 4u-Vl=
ot VRaDr

kjer je Ra = % Rayleighovo stevilo in Pr = = Prandtlovo stevilo. Funkcija
0 je podana s predpisom 6 =T — Tj.

Za podano PDE velja Direchletov robni pogoj. Zacetni pogoji so enaki robnim
pogojem. Na zacetku pojav miruje, zato je u = 0.

v 0 Q, (2.11)

u=0 Ve,y,z € 0QVt=0
T="T, Va,y,z € 09,
T=T, Va,y,z € 09,

Opomba 2.1. Enacbe so zapisane v brez-dimenzionalni obliki.



3 Numeri¢na analiza

3.1 Metoda kon¢nih razlik

Metoda koné¢nih razlik (MKR) je ena od stevilnih metod za racunanje numeri¢nih
priblizkov PDE. V mehaniki tekocin prevladuje metoda konénih volumnov. Najvecji
problem metode MKR kot tudi MKV je, kako resiti enacbo za skalarno polje tlaka.
Za tlak ne obstaja enacba, obstajajo pa algoritmi, ki jih predpostavimo in enega od
njih uporabimo [3]. Problem pa nastane tudi pri obravnavanju novih robnih pogojev
ter problemov, ki nastanejo pri uporabi tovrstnih algoritmov. MKR bomo razvili
predvsem zato, ker nastopa tudi v MKV.

3.1.1 Ozadje

Naj bo f(z) : R — R, zvezna in diferenciabilna funkcija. Naj bo (z;) diskretna
mnozica tock. Domeno diskretiziramo v tako imenovano mrezo. Mreza sestoji iz
tock imenovanih mrezne tocke x;. Za mrezne tocke velja, da je f(x) := fq(x;). Naj
bodo vse mrezne tocke med seboj enako oddaljene. Diskretni diferenc¢ni operator je
tako podan s predpisom (3.1) [4]

af ~ firi = fi _ fi+1_fi.

dr  xi—2x Az

(3.1)

Za diskretno izpeljavo n-tega odvoda funkcije f lahko uporabimo razvoj funkcije
f v Taylorjevo vrsto.

Izrek 3.1. Naj bo f n-krat odvedljiva funkcija. Funkcijo lahko aproksimiramo s
Taylorjevo vrsto

Pl ~ 3 ,;Awkff’“) Flwin) = fla) + Daf' (@) + ;Aﬁf’%xi) +.. (3.2)
n=0 """

Ker is¢emo odvod funkcije lahko iz vrste izpostavimo f/

y_fi— i
= ——— + O(Ax). 3.3
f=T o ogan (33
Ob zdruzevanju razlicnih Taylorjevih vrst dobimo Se ve¢ shem za tovrstni pri-
blizek odvodov. Najveckrat se uporablja centralna diferen¢na shema. Odvode

tako nizjega kot visjega reda v tej shemi zapisemo kot (3.4)

daf _ fir — finr &f  fin—2fi+ f¢—1'

dx 2Azx de? Ax? (3.4)




3.1.2 Izpeljava diferen¢éne sheme

Naj bo n diskretna ¢asovna spremenljivka, ¢, 7 pa diskretni prostorski spremenljivki.
Tako je up := (z;,y;). Domeno razdelimo na n enakih mreznih tock, tako da sta
diskretni razliki Az in Ay enakomerni (slika 2).

® ® ® ® L ]
@ @ ® ® ®
Ui j+2
[ ] ® ® ® ®
® @ ® ® ®
Ui 41
o ® ® ® [ ]
® ® ® ® ®

Wi—2,5 |[Ui-1,5 | Uij [Uis1,j
®

Ui j—1
®

Slika 2: Prikaz diskretizacije

Odvode vektorskega polja u po eni od komponent zapisemo kot

Ou _uplt —u (3.5)
ot~ At '
@u no. (U2 — (W) (3.6)
or 0. 2Ax ‘
o ., (uw)t ., — ()"
00 0 () — ()0 657
Oy ' 2Ay
v, ~ Uiy —2u ud n Uij—1 — 2Ui; + Ui (3.8)

Az? Ay?

(V2 = V-V predstavlja Laplacov operator, izraza (3.6) in (3.7) sta nelinearna)

op _ DPit15 — Pi-1 op n _ DPigj+1 — DPigj+1

=" = =" = 3.9
oy 2Ay ox "7 2Ax (39)
Odvodi temperaturnega skalarnega polja so podani z izrazi priblizkov:
no 20" 46" . . r. . — 207, 4+ 9%,
29|n i—1,j (2] i+1,j hj—1 (2] tJ+1
Ol ~ — 3.10
vl s A (3.10)
o0 oMt 4 or
— W (3.11)

ot At

Velikokrat zapiSemo tovrstne izraze v matri¢ni obliki. Naj bo Ax = Ay, izraz(3.8),
ki vsebuje Laplacov operator, lahko tako zapisemo kot

1 n n n n n
@(_4%]‘ Fut gyt u g ). (3.12)



Naj bo A nn X nn razsezna matrika in v n razsezni vektor, n predstavlja stevilo
diskretnih tock (3.13)

AY, (3.13)
kjer ¥ predstavlja vektor neznanih diskretnih tock u; ;. Njegov zapis je enak (3.14)
17 = (ul,la UQJ, e un,l, U1,17 ULQ, Ce ul,n; .. .un,n)T, (314)

A predstavlja preprosto tri diagonalno matriko v obliki (3.15)

D -1 0 0 0 - 0]

I D —-I 0 0 - 0

L0 -1 D -0 0
A= b (3.15)

0 -+ 0 —I D —I 0

0 0 —I D —I

0 -+ -+- -~ 0 —I D

I predstavlja enotsko matriko reda n x n, D je tri diagonalna matrika, ki opisuje
vzorec sheme (3.16)

4 -1 0 0 0 -+ 0]
-1 4 -1 0 0 -~ 0
0 -1 4 -1 0 -~ 0

D=1 o 0 0 e L (3.16)
0O -~ 0 -1 4 -1 0
O -+ -+ 0 -1 4 -1
0 - - oo 0 =1 4]

Konéno obliko NS enac¢be v matri¢ni obliki lahko zapisemo kot (3.17)

unﬂ'l —un.
,J 2, n n n m
At L= AL F KD — (V)" + T (3.17)
Opazimo lahko, da so matrike zelo razprSene, kar zahteva dober nacin resevanja

linearnega sistema enacb, ta je opisana v 3.3.
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3.1.3 Iskanje resitev za skalarno polje tlaka

Skalarno polje tlaka je ponavadi tisto, ki pri numeri¢nih izpeljavah povzroca naj-
veC tezav. Za resevanje enacb skalarnega polja tlaka se ponavadi uporabljata algo-
ritma vrste SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) in PISO
(Pressure-Implicit with Splitting of Operators)). Bolj preprosta algoritma pa sta AC
(Artificial compressibility) in PP (Pressure projection ). Za nase potrebe bomo
uporabili algoritem PP.

PP algoritem deluje zaradi Helmholtz-Hodgevega razcepa, ki nam pove, da lahko
poljubno diferenciabilno vektorsko polje razcepimo v vsoto polja s ¢isto rotacijo in
polja brez divergence.

Izrek 3.2 (Helmholtz-Hodgev razcep). Naj bo & preprosto in gladko poljubno vek-
torsko polje na domeni I' C R™ in ¢ : I' = R poljubno skalarno polje. Vemo, da
za poljubno skalarno polje velja, da je rotor V X (V) = 0. Za vektorsko polje &
posledicno velja

5 - fdz’v + frot = gdiv + V@/J (318)
Torej lahko izrazimo brez divergentno vektorsko polje kot (3.1/)

Ker je divergenca V - g, = 0, potem mora biti V - £ = V).

Tako lahko izracunamo tudi skalarno polje tlaka v Navier-Stokesovi enacbi. NS
enacbo (3.9) zapiSemo s diskretno matriko za vektorsko polje, ki ne ohranja mase

DY, = —AY + KJ + 17" (3.20)

2,7

ter gradientom skalarnega polja tlaka (V predstavlja diskretni del operatorja)

ou -
E ~ DiJ’ - Vpiﬂ'. (321)
Najprej izracunamo vektorsko polje u, ki ne ohranja mase torej V - @ # 0.
urtt —
Po Helmholtzevem razcepu lahko zapisemo, da je ufjl = ﬂf’jl + VpAt. Sledi (3.23)
vt gttt
—l b = Vp. 3.23
A7 p (3.23)
Ce vzamemo divergenco (3.23) nam ostane Poissonova enacba tlaka V?p = —f.
Resitev te enacbe je (3.24)
0
o = Veuit =veougst veartt (3.24)
b= At At '

Pi—1,j—2Pij+Pit1,5
Azx?

. ey . ) Y —2

To lahko zapiSemo v obliki Ze zapisane diferencne sheme V'p =
Pi,j—1—2pi j+Pi j+1
Ay2 :

11



3.1.4 Uporaba zamaknjene mreze

Problem, ki nastane ob tovrstni izpeljavi je, da dobimo fizikalno nesmiselne resitve.
To se zgodi zaradi tega, ker sama izpeljava s pomocjo metode PP ni vedno brez di-
vergence. Dokaz je preprost, do napake pride pri izpeljavi diskretnega Laplaceovega
operatorja, ker ta ni isti, kot pri diferencni shemi, ki smo jo izpeljali.

=2 Di—1j — 2Dij + Pix1j  Dij—1 — 2Dij + Pij+1
Vi £ J ; +1,5 _ Pij ; i+l
Ax Ay

Ta je v resnici enak (3.26)

B vpi-i-l,j - Vpi—l,j vpi,j—&—l - vpi,j—l

V-Vp= 3.25

b 2Ax + 2Ay ( )
Dit2j — 2Dij + Pi—2j  Dij+2 — 2Pij + Pij—2

- ) 3.26

4Ax + 4Ay ( )

Kljub pravilni izpeljavi (3.26), Se vedno nastane problem, saj izpeljava ne konver-
gira vedno. Tovrstna izpeljava velikokrat vodi v odd-even decoupling in checkboar-
ding divergentne probleme [5]. ReSitev je vpeljava zamaknjene mrezZe, kjer diskretne
tocke tlaka p stojijo med diskretnimi tockami u (slika 3).

¢ Pi—14+1 ¢ Pig+l ¢ Ditl,j+1

Ui—1,5 Ui, 5 Ui+1,5
o Pi—1,j5 o Pi,j o Pit+1,5
Ui—1,5—1 | Wij—1 Uit1,j—1
o Pi-1,5-1 ¢ pij—1 ® Pit1,5—1

=

T

Slika 3: Prikaz skalarnega polja tlaka

Vrednost skalarnega polja tlaka v u; ; sedaj zapisemo kot (3.27)

n_ Di—1j T Dit1j

Pelu,, Ao (3.27)
Posledi¢no je Laplacov operator skalarnega polja tlaka enak (3.28)
2 = Picti = 2pij + Piv1j _ Pig—1 = 2Pij + Pige1 (3.28)

Ax? Ay?

12



3.2 Metoda kon¢nih volumnov

MKV, kot smo ze omenili zgoraj, je dokaj podobna MKR. Na pravokotni domeni
z linearnimi elementi se ti dve metodi celo prekrivata. Ta metoda je najveckrat
uporabljena v mehaniki teko¢in. S pomocjo metod iz prejsnjega poglavja lahko
obravnavamo Stevilne probleme tudi v tej metodi. Za razliko od MKR je ta metoda
konzervativna.

3.2.1 Uvod v metodo

Izpeljava metode konc¢nih volumnov temelji na zapisu kontinuitetne enacbe v inte-
gralski obliki. Enacbo (2.2) zapisem kot

/ (V - u)d = 0. (3.29)

Izrek 3.3 (Divergencni izrek). Naj bo V' omejena mnoZica na R® in F : R — R3
diferenciabilno vektorsko polje z gladkim robom OV, orientiranim z zunanjo normalo

A

| (V-F)dV = ¢ (F-n)dS. (3.30)
Ik ,

S pomocjo divergencnega izreka zapisemo kontinuitetno enacbo (3.29) kot (I' = 092)

/(u R)dS = 0. (3.31)

To nam pove, da mora pretok vektorskega polja skozi celotno domeno biti 0. Domeno
Q) diskretiziramo v kontrolne volumne (K'V)V (slika 4). To so pod domene V; C Q in
predstavljajo preprost topoloski lik ali telo. Lahko so enakomerno ali neenakomerno
razporejeni po domeni €2, vsekakor pa velja

U V; =Q. (3.32)

Kontinuitetna enacba, mora veljati prav za vse kontrolne volumne. Zagotoviti mo-
ramo, da V;NV; = 0, V(i # j), kajti ée se bi KV prekrivali kontinuitetna enacba vec¢
nebi drzala, saj se bi posamezni pretoki vektorskega polja na KV prekrivali.

1

x

Slika 4: Prikaz kontrolnih volumnov
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Ce zelimo enacbe zapisati v obliki sistema enacb, moramo vse enacbe integrirati
z uporabo numeri¢nih priblizkov. Ce govorimo o pravokotnih domenah so enacbe,
ki jih dobimo po integraciji velikokrat enake tistim, ki jih dobimo pri diferen¢nih
shemah MKR.

3.2.2 Numeric¢na integracija trojnih integralov

Za nekatere clene enacb, potrebujemo uporabiti tudi trojne integrale. Uporabili
bomo eno tockovno integracijo. S pomocjo pravila sredinske tocke, dolo¢imo, da bo
integracijska tocka v sredi posameznega kontrolnega volumna. Naj bo 1 poljubna
funkcija. Izreka o povprecni vrednosti nam pove sledece

— 1
¥ = ol /V ($)dV. (3.33)

Priblizek trojnega trojnega integrala je torej enak (1/7 je priblizek povprecne vrednosti
funkcije 1)

/ YdV = PAV. (3.34)
\%4

3.2.3 Numericna integracija ploskovnih integralov

Omejimo se, le na numeri¢no integracijo 2D primera na pravokotni kartezi¢ni mrezi
C. Pri NS enacbah velikokrat govorimo le o 2D diskretizaciji, ki je posebni primer
3D diskretizacije, kajti lahko predpostavimo, da prostorsko odvisne spremenljivke
niso odvisne od z dimenzije. Naj bo \S; mnozica stranic posameznega KV

&(v)

U s, =0v (3.35)

§=0
in naj bo v poljubno vektorsko polje. Ploskovni integral je tako vsota integralov po
vsaki stranic

/Q/J ndS = Z w nds. (3.36)

Obravnavamo 2D primer torej je (V) = 4. Naj SO Y, Ve, Un, W, diskretne tocke
funkcije na S (slika 5).

>
St
3

n
7. S ng
< 0 € >
S
_)
Ay ‘l’”s

Slika 5: Prikaz pozicije tock
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Ker ne poznamo predpisa vektorskega polja @ uporabimo metodo numericne inte-
gracije . Obstajajo Stevilne metode numeri¢nega integriranja, mi bomo uporabili
metodo sredinskega pravila. Kot pri trojnih integralih tudi tokrat zapisemo sledece

/1/1 ndsS = Z w njdA; ~Z¢ njAA;. (3.37)

Zunanje normale 7, kazejo v smeri Az ali Ay. Tako se zgornji izraz (3.37) poenostavi
v

S

ST AA; =y 1 AAy + e - R AA, Py 1, AA, + ) G AA, (3.38)

_ wn - ws we - ww
="a, T A (3.39)

3.2.4 Izpeljava metode

Naj bo 2 C R? pravokotnik in naj bo C pravokotna kartezi¢na mreza domene §.
Naj bo M = {V,7 = 0...n} mnozica diskretnih kontrolnih volumnov, tako, da velja
M= C in

Q=UV: A VinV;=0,Vi#j.
i=0
Vsak kontrolni volumen razdelimo na 4 tocke. Za diskretno vektorsko polje u, velja
da so to tocke wuy,, e, vy, vs (u, v sta komponenti u) razporejene po vsaki stranici, tako
da med sosednjima kontrolnima volumnoma V' obstajata enakomerna Az, Ay € ()
za vse kontrolne volumne (slika 6). Naj S = 0V predstavlja gladek rob posameznega

kontrolnega volumna in S; = {S; C 5,5 < &(V)} mnozico stranic kontrolnega
volumna.
@ L @
Unp
® @ Uuw Ue@ ®
Us
L @ L

Slika 6: Prikaz diskretnih tock kontrolnega volumna

Kontinuitetna enacba posplosi v

/V (V- w)dV = /S (u - 7)dS. (3.40)

Ce kon¢no enacbo preuredimo, dobimo izraz, ki je ekvivalenten shemi MKR. Vsi
ostali izrazi se diskretizirajo po istem postopku. Konvekcijski pospesek v (3.41)

/V(u-V)udV = /S(uu-ﬁ)dS - /Vu(V~u)dV = /Suu - ndS. (3.41)
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Tenzorski del (viskoznosti tenzor) NS se posplosi na podoben nacin v (3.42)

/\/sz dV = \/7/Vu AdS. (3.42)

Integracijo toplotne enacbe (3.43)

00
v /V (u-VO)dV =

integriramo s pomocjo per partesa v (3.44)

Vv20dV, (3.43)

\/QT

00 1
AV+/ Q-AdS—/9V~ dV = _/VO-AdS. 3.44
5 Su f ; U =apr /. f ( )

Ker vemo, da je V- u = 0 je kon¢na oblika enacba (3.45)

00 1
AV—i—/ 0 -ndS = /V@- ndS. 3.45
ot Su " v RaPr Jg " ( )

Opomba 3.4. Za clene, ki so v obliki odvodov uporabimo shemo MKR

Slika 7: Prikaz kontrolnega volumna skalarnega polja tlaka

Skalarno polje tlaka lahko resimo na enak nacin, kot smo ga pri MKR. Uporabili
bomo zamaknjeno mrezo. KV tlaka se sedaj zacne na sredini KV vektorskega polja
u (slika 7). Skalarno polje tlaka integriramo po postopku (uporabimo gradiantni
izrek)

/ (—VpaV = — [ (pA)dS ~ — - (Ay(pw — p) + Ar(pa —p).  (3.46)
v Po Lo Js L0

Tako kot v prejSnjem poglavju bomo tudi tokrat resili tlak s PP metodo. Torej
(3.47)

Vip=——2. (3.47)

Algoritem za posamezno numeri¢no iteracijo je enak:
1. S funkcijama u®, 9®) regi wlt+b.
2. Izrac¢unaj tak ptt?, da bo V - @t = 0.

3. S pomodjo vtV A izradunaj ¢+,
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3.3 ResSevanje sistema linearnih enacb

Za vsako numeric¢no iteracijo /N, moramo resiti vec¢ linearnih sistemov enach oblike

(3.48)
AT =10, (3.48)

Vektorja v,b sta ij razseznosti, medtem ko je A matrika reda ij X ij, i,j pred-
stavljata stevilo diskretnih tock. Za tovrstne sisteme enacbe se uporablja mnogo
razlicnih nacinov reSevanja. Najvecji problem je, da je matrika A zelo velika in
razprsena. Posledi¢no moramo izbrati tako metodo, da bo ¢asovna zahtevnost ¢im
manjsa. Poznamo direktne in iterativne metode. Mi bomo uporabili direktno me-
todo imenovano LU razcep.

Opomba 3.5. Predpostavimo, da A ni singularna.

Izrek 3.6. Za A obstaja enolicen razcep na zgornjo trikotno matriko U in spodnjo
trikotno matriko z enicami po diagonali L, tako da velja [6]

A=LU. (3.49)

Najprej matriko A razcepimo po LU = A. Nato resimo slede¢ sistem s premo
substitucijo (Y = U%)

LY =b. (3.50)
Nato z obratno substitucijo resimo (3.51)
Uv =Y. (3.51)

Tovrstna izpeljava ni najboljsa. Ta ima velik problem in sicer, ko je element na
poziciji pivota ~ 0 metoda odpove.

Primer 3.7. Primer, kjer standardna LU dekompozicija ne deluje, je sledec¢

0 2
N o2

%

Zato smo uporabljali algoritem LU razcepa s pivotiranjem. Ta uporablja permu-
tacijsko matriko, da prepreci razcep s pivotom, ki je = 0. Postopek je podoben, kot
pri prejsnji izpeljavi le, da razcep poteka v obliki 3.52

LU = PA, (3.53)

kjer je P je permutacijska matrika.
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4 Interpretacija numericnih rezultatov

V tem poglavju prikazemo rezultate numeri¢nih simulacij. Prav tako predstavimo
nekaj ugotovitev do katerih smo prisli med samimi simulacijami. Simulacija je
narejena v programskem jeziku Python. V vseh numeri¢nih simulacijah sta bili
prisotni konstanti At = 1 x 107 in Prandtlovo $tevilo (Pr = 1). Obravnavamo
domeno 2 = [0, 5] X [0, 5].

4.1 Fizikalne lastnosti PDE
4.1.1 Kritiécno Rayleighjevo stevilo

Konvekcija nastane ko vrednost Rayleighovega sStevila (Ra) doseze njegovo kriticno
vrednost. Dokler ta vrednost ni presezena, tekoc¢ina miruje. Toplota se v tem
primeru ne prenasa s konvekcijo. Hitrost nastanka konvekcije je odvisna od velikosti
Ra, tako kot tudi sama stabilnost pojava.

Slika 8: Simulacija Ra =Slika 9: Simulacija Ra =Slika 10: Simulacija Ra =
102 10 106

Kriti¢na analiticna resitev je Ra. = 1707 [7]. Na sliki 8 opazimo, da se kon-
vekcija sploh ne ustvari, ker je Ra; < Ra.. Pri ostalih dveh slikah pa opazimo
prehod v konvekcijo (slika 9) ali konvekcijo (slika 10). To je zato, ker velikost Ra
vpliva na ¢as nastanka konvekcije (vs). To lahko vidimo na slikah zgoraj, kjer velja
vr(Ray) < vy(Rag). Hitrost nastanka konvekcije v odvisnosti od ¢asa in velikosti
kontrolnih volumnov mreze M je zapisana na grafu. Naj bo h = |M|.

Stabilnost se z veéanjem Ra manjsa. Hkrati pa, ¢im se priblizujemo kriti¢cnemu
Ra stevilu, postaja ¢as nastanka konvekcije vse krajsi. Nestabilnost konvekcije so-
vpada z vecanjem Ra. Vecje Stevilo Ra pomeni, da se v tekocini pojavijo veliko
mocnejse sile vzgona. Le te pa posledicno vplivajo na stabilnost same konvekcije.
Pri neki tocki postane gibanje delcev tako moc¢no in neurejeno, da ti destabilizirajo
celoten sistem. Na koncu sistem postane tako destabiliziran, da ga ne moremo vec
smatrati za stabilen pojav. Sistem nato preide v turbulentno stanje.
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4.1.2 Hitrost konvekcije

Hitrost same konvekcije se z veéanjem Ra povecuje. Vecji kot je Ra, veéje so sile
vzgona v sistemu. Rayleigh-Bénardovo konvekcijo poganja temperaturni gradient,
ki omogoca pretok tekocine s silami vzgona. Ko je razlika v temperaturi med vroco
in hladno mejo majhna, je pretok tekocine Sibek in hitrost konvekcije nizka. Vendar
se zaradi povecevanja temperaturne razlike (posledi¢no se poveca tudi Ra), povecajo
tudi sile vzgona. To pa vodi do povecanja hitrosti konvekcije. Na grafu 1, lahko pri
Ra = 10* opazimo, da se hitrost ne razvije. Razlog za to ti¢i v tem, da je samo Ra
pod kriti¢no vrednostjo. (glej prilogo).

Graf 1. Hitrost konvekcije z razliénimi Ra

800 \ T \
— Ra = 10?
~— Ra = 10*
600 |- — Ra = 105 P
_ —— Ra = 10°
é 400 F 7Ra = 108 B
s
200 |- :

0 50 100 150 200

Stevilo numeri¢nih iteraciji (N)

4.1.3 Toplotni tok in Nusseltovo stevilo

Fizikalne lastnosti termodinamicne enacbe lahko opisemo z dvema koli¢cinama. Go-
stota toplotnega toka ¢, = —kVT' in Nusseltovim Stevilom Nu = %L, ki sta nepo-
sredno odvisna od Ra. Kot pri¢akovano se tako ¢, kot Nu visata v odvisnosti od
Ra (graf 2)

Graf 2. Odvisnost ¢, od razlicnih Ra

800 \ \
= —— Ra = 10*
< — Ra = 10°
g 600 | Ra = 109 g
% — Ra =108
5
], 400
=
z
g 200 -
@
0
0

Stevilo numeri¢nih iteraciji (N)
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4.2 Casovna zahtevnost PDE

Casovna zahtevnost Rayleighovega tevila je odvisna od velikosti in oblike kontrolnih
volumnov ter od velikosti Ra.

Graf 3. Povprecni Cas simulacije Graf 4. Cas simulacije z razli¢nimi R,

@ T ] 60 \ \ \ T

e — Ra = 102

5 Ol Ra = 107

,40-": 3 . 40— Ra =10° f

) N

z§> 9l - img 30 - i
— 7R — 1 ) | N
£ o=10 20 ,

=  1r — Ra = 10" ||

- —— Ra = 10° 10 1 ]
% a= g
‘@) 0 | I I 0 | | \

0 100 200 300 0 100 200 300 400 500

Stevilo numeri¢nih iteraciji (N) Velikost mreze (h)

V grafu 3 sva med seboj primerjala ¢as ene numeric¢ne iteracije za razlicne Ra.
Zgenerirala sva 350 iteracij, da bi ugotovila ali pride do vecjih odstopanj. Za samo
simulacijo smo si izbrali velikost kontrolnega volumna |h|= 200. S tem smo zagotovili
hitre rezultate. Ob manjsi velikosti kontrolnih volumnov bi bil, zaradi omejenih
zmoznosti racunalnika, celoten proces veliko daljsi. Prav tako lahko opazimo, da
cas, ki je potreben za izvedbo ene simulacije ne niha drasticno. To pomeni, da
Stevilo numeric¢nih iteraciji ne vpliva bistveno na sam cas. Vpliva samo Ra.

Na grafu 4 lahko vidimo, kako velikost mreze in Ra vplivata na sam c¢as simula-
cije. Ugotovila sva, da so si rezultati med seboj precej podobni oziroma se krivulje
skoraj prekrivajo. Opazimo razmerje med velikostjo kontrolnega volumna in ca-
som. Doloc¢iti samo numeri¢no zahtevnost za MKV je tezko, ker je ta odvisna od
oblike kontrolnih volumnov in od uporabljene metode za resevanje linearnega sis-
tema enacb. Mi smo uporabili LU razcep, tako lahko pri¢akujemo, da bo t < O(N3),
kjer je N stevilo diskretnih tock.[8], [9]

4.3 Stabilnost diskretizacije PDE

Ce je diskretizacija PDE nestabilna potem lahko Ze majhne spremembe v vhodnih
podatkih ali prehodih numeri¢nih iteraciji povzrocijo velike spremembe v sami resi-
tvi, oziroma, da se ta resitev ne priblizuje pravi resitvi. Stabilnost je zelo pomembna
lastnost, saj omogoca, da dobimo zanesljive rezultate. S pomocjo Von Neumanove
analize lahko dolo¢imo stabilnost diskretizacije. Mi smo uporabljali le enega iz-
med glavnih pogojev za stabilno diskretizacijo t.i Courant—Friedrichs-Lewyjev po-
g0j(CFL) pogoj, ki pravi, da mora At za zagotavljanje stabilnega pojava biti manjsi
ali enak vrednosti, ki jo doloc¢a razmik diskretnih elementov. Imenuje se po Richardu
Courantu, Kurtu Friedrichsu in Hansu Lewyju, ki so ga opisali v svojem dokumentu
iz leta 1928. [10].
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5 Sklep

V raziskovalnem delu predstavimo metodo kon¢énih volumnov na primeru Rayleigh
Benardove konvekcije. Potrdili smo pravilnost resitve nase metode. Zaradi prepro-
ste zgradbe metode, ta omogoca prilagodljivost za ostale probleme, ki nastanejo v
mehaniki tekoc¢in. Veliko pozornosti smo namenili tudi obnasanju PDE. Ugotovili
smo, da je metoda konc¢nih volumnov pri pravilni diskretizaciji domene lahko zelo
hitra uc¢inkovita, kar pojasni njeno uporabo na podroc¢ju mehanike tekocin.

Raziskovalna naloga ima veliko moznosti za uporabo kot tudi nadgradnjo. Ray-
leigh Benardov pojav je obravnavan ze vrsto let. Skozi leta je bilo ugotovljeno, da
se pojav in njemu podobne strukture velikokrat pojavijo tudi v naravi. S pomocjo
izpeljane numeri¢ne metode omogocamo fizikom nadgradnjo naloge z opisom obna-
sanja razliénih poskusov, ki temeljijo na podlagi Rayleigh Benardove konvekcije.

Nalogo lahko preprosto razvijejo tudi ostali. NS smo izpeljali za enega najo-
snovnejsih pojavov, ki uporablja nestisljive Navier Stokesove enacbe. Tako lahko
naso izpeljavo zelo hitro prilagodijo za drugacne robne in zacetne pogoje ali pa za
probleme, ki ne vkljuc¢ujejo termodinamicne komponente.

Nalogo se preprosto nadgradi tudi s primerjanjem razlicnih oblik topoloske do-
mene kontrolnih volumnov (metoda MKV), ki lahko mo¢no vplivajo na natancnost
in hitrost numericne izpeljave. V nalogi smo dobili odli¢ne rezultate s preprostim
likom, predvsem zaradi oblike primarne domene.
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