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Povzetek

Dokazano je, da se pravilnega sedemkotnika ne da konstruirati samo z neoznacenim
ravnilom in Sestilom. Obstaja pa veliko pribliznih konstrukcij. Med njimi je tudi
konstrukcija slovenskega matematika Josipa Plemlja. Vsebuje del, kjer je potrebno
razdeliti kot na tri enake dele. To je nemogoCe z neoznaCenim ravnilom in Sestilom.
Delitev kota na tri enake dele pa je mozna s prepogibanjem papirja. Opisali smo svoj
nacin, kako ostri kot razdelimo na tri enake dele. V nalogi natanc¢no konstruiramo
pravilni sedemkotnik z uporabo obeh metod. Poleg tega razis¢emo, ali je mozno
natancno konstruirati pravilni sedemkotnik samo s prepogibanjem papirja. Za
nacrtovanje in preiskovanje smo uporabljali tudi program za dinamiéno geometrijo -

Geogebro.

Kljuéne besede: pravilni sedemkotnik, Josip Plemelj, prepogibanije papirja, tretjinjenje

kota
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1. Uvod

1.1 Uvodni izziv

Pri pouku matematike omenjamo in riSemo z ravnilom in Sestilom tudi pravilne
veCkotnike: enakostrani¢ni trikotnik, kvadrat, pravilni Sestkotnik in pravilni osemkotnik.
Med materiali montessori so tudi pravilni petkotnik, sedemkotnik, devetkotnik in
desetkotnik. Na misel nam je priSlo vprasanje, kako da pri pouku nikoli ne nariSemo
pravilnin petkotnikov, sedemkotnikov, devetkotnikov ali desetkotnikov. Pravilni
desetkotnik lahko nariSemo s pomocjo pravilnega petkotnika, pravilni devetkotnik bi
lahko narisali tako, da bi notranje kote enakostranicnega trikotnika razdelili na tri enake
dele. Ko smo brskali po internetu, smo v ¢lanku (Hladnik, 2013) zasledili informacijo,

da s Sestilom in ravnilom ni mogoc€e natan¢no konstruirati pravilnega sedemkotnika.

Zato smo si zastavili naslednja raziskovalna vprasanja:
e Zakaj z ravnilom in Sestilom ne moremo konstruirati pravilnega sedemkotnika?
e Katere pravilne vecCkotnike sploh lahko konstruiramo z (neoznacenim) ravnilom
in Sestilom?

e Kako bi natan¢no narisali pravilni sedemkotnik?

1.2 Cilji raziskovalne naloge

Zastavili smo si tri cilje, in sicer:
e Raziskati, katere pravilne n-kotnike lahko natanéno konstruiramo z
neoznacenim ravnilom in Sestilom?
e Raziskati, zakaj nekaterih pravilnih n-kotnikov ni mogoc€e natan¢no konstruirati
z neoznacenim ravnilom in Sestilom?

e Poiskati postopek, s katerim lahko natanéno konstruiramo pravilni sedemkotnik.

1.3 Metode dela

Pri raziskovalni nalogi smo uporabili naslednje metode:
- delo po matematicni literaturi in internetnih virih,
- preiskovanje s programom Geogebra,
- racunanje s programom Wolframalfa,

- matemati¢no sklepanje, raunanje in dokazovanje.
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2. Pravilni n-kotniki

2.1 Nekatere sploSne lastnosti pravilnih n-kotnikov

Lik, ki ima n-stranic, je n-kotnik. V nalogi pa obravnavamo pravilne n-kotnike.

Definicija. Pravilni n-kotnik (n naravno Stevilo, n > 2) je n-kotnik s skladnimi

stranicami in skladnimi notranjimi koti.

Pravilni n-kotniki imajo zanimive matemati¢ne lastnosti. Vsakemu pravilnemu n-kotniku

lahko od&rtamo in vértamo kroznico.

Notranji kot v pravilnem n-kotniku je kot med sosednjima stranicama. lzraCunamo ga
360

po formuli @, = 180 — —

Daljico, ki poteka med dvema nesosednjima ogliS$¢ema, imenujemo diagonala. Izpeljali
smo postopek, kako dolo¢imo Stevilo diagonal. Domislili smo si ga sami z
opazovanjem, kako se povecuje Stevilo diagonal, Ce jih riSemo postopoma. Drugi
nacin je znana formula za izraCun Stevila diagonal. Dokazali smo, da je tudi nas (prvi)

nacin pravilen.

Prvi nac¢in: Vzemimo pravilni n-kotnik. |z prvega ogli§¢a lahko nariSemo n — 3 diagonal,
iz drugega prav tako n — 3 diagonal. Potem pa iz vsakega naslednjega po eno

diagonalo manj. Tako je vseh diagonal
dp=(n-3)+(n-3)+(n-4)+n-5)+--+3+2+1

Drugi nacin: |1z vsakega ogliS¢a lahko nariSemo n — 3 diagonal. Iz n ogliS¢ nariSemo

n(n-3)

n(n — 3) diagonal. Ker je vsaka diagonala Steta dvakrat, je vseh diagonal d,, =

Pokazimo, da sta naCina enakovredna. Vemo, da je vsota 1+2+3+4+4+4+--+n=

—n(n;l) (ker je % enakih parov n + 1). To formulo uporabimo za vsoto:

d,=n—-3)+(n-3)+(n—-4)+n-5+-+3+2+1=
=-1+n-2)+(n-3)+(n-4H)+n-5+-+3+2+1=

(n-2) n>-3n+2 n(n-3)

=-1 1) =-1
+ (n ) + > 5
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2.2 Pregled lastnosti pravilnih n-kotnikov (n < 10)

Pri prakticnem raziskovanju Stevila daljic in notranjih kotov smo si pomagali s

programom Geogebra. V nadaljevanju na Sliki 1 tako predstavimo nekaj prvih n-

kotnikov.
Enakostranicni trikotnik Pravilni petkotnik
Stevilo diagonal 0, notraniji kot 60° Sfevilo diagonal 5, notranji kot 108°
Kvadrat Pravilni Sestkotnik
4—*—»
N .
Stevilo diagonal 2, notraniji kot 90° Stevilo diagonal 9, notraniji kot 120°
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Pravilni sedemkotnik Pravilni desetkotnik

) [ T T, s s s G, U Vs st (A, 0TS R 2 -

Stevilo diagonal 14, notraniji kot 180° — 252 Stevilo diagonal 35, notranji kot 144°
7

Pravilni osemkotnik Pravilni enajstkotnik

INSEH ~<0'l//4\\
AARTTOCAN
A DIATHA

7
2

Stevilo diagonal 20, notranji kot 135°

360

Stevilo diagonal 44, notraniji kot 180° — o

Pravilni devetkotnik Pravilni dvanajstkotnik

i
s
2ot

Stevilo diagonal 27, notranji kot 140° Stevilo diagonal 44, notranji kot 150°

Slika 1: Stevilo diagonal in velikosti notranjih kotov pri n-kotnikih, n < 12
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Podatke o pravilnih n-kotnikih do n =15 smo zbrali v Tabeli 1. Sicer pa smo se v nalogi

omejili do pravilnega desetkotnika.

Tabela 1: Pregled Stevila diagonal, notranjih in zunanjih kotov pravilnih n-kotnikov do n = 15.

n-kotnik | st. diagonal notranji kot zunanji kot
3 0 60 120
4 2 90 90
5 5 108 72
6 9 120 60
7 14 180 - 2= @
8 20 135 45
9 27 140 40
10 35 144 36
11 44 180 - 2= %
12 54 150 30
13 65 180 - 22 %
14 77 180 - 222 %
15 90 156 24
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2.3Nacrtovanje pravilnih n-kotnikov (n = 3, 4, 6, 8)

Z ravnilom in Sestilom lahko nariSemo kote 60°, tiste, ki jih dobimo z razpolavljanjem,
veckratnim razpolavljanjem ali njihovih vsot. Tako hitro vidimo, da bomo enostavno

konstruirali enakostranicni trikotnik, kvadrat, pravilni Sestkotnik in pravilni osemkotnik.

Enakostranic¢ni trikotnik

Dana nam je daljica AB. Iz toCke A s Sestilom nariSemo krozni lok s polmerom daljice
AB. 1z toCke B s Sestilom nariSemo kroZzni lok s polmerom daljice AB. PreseciSCe obeh
kroznih lokov predstavlja tocko C. Povezava med to¢kami ABC tvorijo pravilni trikotnik

s stranico, enako dolzini daljice AB (Slika 2).

Slika 2: Konstrukcija enakostrani¢nega trikotnika

Kvadrat

Dana nam je daljica AB. V toCki B nariSemo pravokotnico. Na pravokotnici oznacimo
tocko C, za katero velja, da je dolzina daljice BC enako dolga kot daljica AB. NariS§emo
krozni lok s polmerom daljice AB iz tocke A in iz toCke C. PreseciS¢e obeh krozZnih
lokov predstavlja to¢ko D. Povezava med to¢kami ABCD tvori pravilni Stirikotnik s

stranico, enako dolzini daljice AB (glej Sliko 3).

Slika 3: Konstrukcija kvadrata
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Pravilni Sestkotnik

Dana nam je daljica AB. NariSemo krog s polmerom AB in srediS€em S. Na kroZznici
izberemo poljubno to¢ko C. 1z toCke C s Sestilom nariSemo krozni lok s polmerom
enakim dolzini daljice AB. Presecis€e kroznice in kroZznega loka tvori tocko D. 1z tocke
D s Sestilom nariS$emo kroZzni lok z dolzino AB. PresecisCe kroznice in kroznega loka
tvori to¢ko E. Ta postopek ponavljamo, dokler na kroznici ne dolo¢imo Se toCke F, G
in H. Povezava med toCkami CDEFGH tvori pravilni Sestkotnik s stranico, enako dolzini
daljice AB (Slika 4).

O

By /

Slika 4: Konstrukcija pravilnega Sestkotnika

Pravilni osemkotnik

Dana nam je daljica AB. NariSemo kot 135° z vrhom B. NariSemo krozni lok s
sredis¢em B in polmerom AB. Kjer se sekata prvi krak kota in krozZni lok dobimo to¢ko
C. Daljici AB narisemo simetralo. Prav tako nariSemo simetralo daljici BC. SeciSce teh
dveh simetral oznaCimo s S. NariSemo kroznico s sredis¢em S in polmerom SB.
KroZnica nam predstavlja o€rtani krog pravilnega osemkotnika. Iz tocke C s Sestilom
nariSemo krozni lok z dolzino AB. PreseciSCe krozZnice oCrtanega kroga in kroznega
loka oznaCimo z D. Iz toCke D s Sestilom nariSemo krozni lok z dolZzino AB. Novo
seCiS€e kroznice in kroZznega loka oznacimo z E. Ta postopek ponavljamo, dokler na
kroznici ne dolo€imo Se to¢ke F, G in H. Povezava med to¢kami ABCDEFGH tvori

pravilni osemkotnik s stranico, enako dolzini daljice AB (Slika 5).
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Slika 5: Konstrukcija pravilnega osemkotnika

Domnevamo, da petkotnika, sedemkotnika in devetkotnika na ta na€in ne moremo
konstruirati.
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2.4 Katere pravilne n-kotnike lahko nariSemo z ravnilom in Sestilom?

Matematika Gauss in Wantzel sta raziskovala, katere pravilne n-kotnike lahko
nariSemo samo z neoznacenim ravnilom in Sestilom, to je z evklidskim orodjem.
Dokazala sta naslednji izrek »Pravilni n-kotnik lahko konstruiramo z neoznac¢enim
ravnilom in Sestilom (to je z evklidskim orodjem) natanko takrat, ko je naravno

Stevilo n oblike

n=2"p,p; ..Pr

kjer je m,k=>0 (pri k=0 mora biti m>2) in so p;i=1,2,..,k, razlicna
Fermatova prasStevila, to je praStevila, ki so za 1 vecja od potence Stevila 22' ¢

(Hladnik, 2013, 163)

Fermatovo Stevilo je Stevilo oblike 2Y 4 1, kjer je I > 0. Ce je to Stevilo prastevilo, ga

imenujemo Fermetovo prastevilo.

Izra¢unajmo nekaj prvih Fermatovih Stevil in poglejmo, katera med njimi so prastevila:

2@ 41=3 je Fermatovo prastevilo
2@Y 4 1=5 je Fermatovo prastevilo
2@ 41 =17 je Fermatovo prastevilo
2@ 41 =257 je Fermatovo prastevilo.
2@ 41 = 65537 je Fermatovo prastevilo

229 4 1 = 4294967297 = 641 - 6700417 ni prastevilo

2@ 41 = 18446744073709551617 = 274177 - 67280421310721 ni prastevilo

Fermatovih prastevil je zelo malo. Tudi enciklopedija zaporedij, ki na povezavi

https://oeis.org/A019434 nasteva Fermatova prastevila, ne navaja vecjih Fermatovih

prastevil, ampak samo ta, ki smo jih navedli zgoraj.

Poglejmo, katere pravilne n-kotnike je mogocCe konstruirati z evklidskim orodjem. V

nalogi bomo obravnavali pravilne n-kotnike do n = 10.


https://oeis.org/A019434

n=3:
n=4:
n=>5:
n=~6:
n=7
n=8:
n=09:

4=2?
5=20-5
6=2-3
8 =23

n=10: n=2"-5.
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Ker je 3 = 2°- 3, lahko konstruiramo enakostranic¢ni trikotnik.
Ustreza pogojema m = 2 in i = 0. Kvadrat lahko konstruiramo.

Ker je 5 Fermatovo prastevilo, pravilni petkotnik lahko konstruiramo

z evklidskim orodjem.

Pravilni Sestkotnik lahko konstruiramo

Stevilo 7 ni Fermatovo prastevilo, ker ni oblike 22" +1. Tako
pravilnega sedemkotnika ni mogocée konstruirati z evklidskim

orodjem.

ustreza pogojema m =2 in i=0. Pravilni osemkotnik lahko

konstruiramo

9 ne ustreza pogojem izreka. Pravilnega devetkotnika ne moremo

konstruirati z evklidskim orodjem.

Pravilni desetkotnik lahko konstruiramo z evklidskim orodjem.

V Tabeli 2 smo zbrali (na osnovi Gauss—Wantzelovega izreka) tista naravna Stevila n

do 100, pri katerih lahko konstruiramo pravilni n-kotnik

Tabela 2: Tabela n-kotnikov, ki jih je mogoc¢e narisati z ravnilom in Sestilom

Fermatova prastrevila x2"0 X271 X212 x2"3 X274 x2°5 X276 X277 x2°8 x2"9
3| 5| 17| 257 1 4 8 16 32 64 128 256 512
1 4 8 16 32 64 128 256 512
3 = 3 12 24 43 96 192 384 768 1536
5 = 5 10 20 40 80 160 320 640 1280 2560
3|x5 = 15 30 60 120 240 480 960 1920 3840 7680
17 = 17 34 68 136 272 544 1088 2176 4352 8704
3| |x17 = 51 102 204 408 816 1632 3264 6528| 13056, 26112
5|x17 = 85 170 340 680 1360 2720 5440| 10880| 21760 43520
3|x5|x17 = 255 510 1020 2040 4080 8160 16320| 32640 65280 130560
257 = 257 514 1028 2056 4112 8224| 16448| 32896| 65792 131584
3 x257 = 771 1542 3084 6168| 12336| 24672| 49344 98688| 197376 394752

Veckotniki (to je n-kotniki), ki jih je mogoc€e narisati z ravnilom in Sestilom do n = 1000,

SO:

10
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3,4,5,6,8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96, 102,
120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256, 257, 272, 320, 340, 384, 408, 480,
510, 512, 514, 544, 640, 680, 768, 771, 816, 960.

Opomba: V Tabeli 2 so z rde¢o obarvana Stevila, ki so manjsa od 1000.

Nasi rezultati se ujemajo z bazo OEIS na povezavi hitps://oeis.org/A003401

Seveda pa Stevili 1 in 2 sami izvzamemo.

3. Nacrtovanje pravilnega petkotnika

Notraniji kot pravilnega petkotnika meri 108°, sredi§c¢ni kot pa 36°. Enakokraki trikotnik,
iz katerih je sestavljen pravilni petkotnik, ima kote: 549, 549 in 72°. Teh kotov pa ne
moremo narisati s Sestilom, ker jih ne moremo dobiti iz razpolovitve kota 60° ali iz
veckratnih razpolovitev in njihovih vsot. 1z Gauss-Wantzelovega izreka sledi, da je
konstrukcija mogoc€a. Eno izmed njih je leta 1881 opisal tudi slovenski matematik Franc
Mocnik (Hladnik, 2014) (Slika 6). (Iz tega vira se da sklepati, da je Mocnik to

konstrukcijo povzel po Abul Wafi s konca 10. stoletja.)

<Th-
/ %
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I;/ .1‘ r f v
\ | ™/
\ /“
/
/
'/
l/ e
A G 1; - —— v....II

Slika 6: Moc¢nikova skica konstrukcije pravilnega petkotnika (leto 1881)
Vir: (Hladnik, 2014)
Potek konstrukcije (Slika 6)

Dana je dolZina stranice pravilnega petkotnika AB. V tocCki B nariSemo pravokotnico na
premico, nosilko daljice AB. Na pravokotnici dolo¢imo to¢ko F tako, da je AB = BF.
Pois¢emo toCko G, ki je razpolovis€e daljice AB. NariSemo krozni lok s sredis¢em G
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Natancna konstrukcija pravilnega sedemkotnika

skozi tocko F. ToCka H je presecisCe tega kroznega loka in premice, nosilke daljice AB
kot je prikazano na Sliki 6. Daljica AH je diagonala petkotnika. Z dvema kroznima
lokoma polmera AH s srediS¢ema v A in B dobimo to¢ko D. S simetralama daljic BD in
AD dobimo Se tocki C in E (Slika 7).

Slika 7: Konstrukcij pravilnega petkotnika

V viru (Hladnik, 2014) ni dokaza, da gre za natancno konstrukcijo, zato sledi dokaz
(Slika 6).

DolzZino daljice GF dobimo iz Pitagorovega izreka v trikotniku GBF:

6F2 = a + (3)

Dobimo |GF| = aT\/E Dolzina AH je potem enaka: |AH| = —a(\fﬂ)

lzraCunajmo Se diagonalo pravilnega petkotnika. V trikotniku ADE je daljica AD

diagonala ds, ostali dve stranici sta stranici petkotnika. Uporabimo kosinusni izrek

d? = a? + a®> — 2a* - cos (108°)

12
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S pomocjo programa WolframAlfa smo dobili:

d=a- /%(3+«/§)

Kvadrirajmo dolzino, ki smo jo dobili z nasim izraCunom:

(a(\/§+ 1))2 _@2G+25+1)  a*G+V5)
2 B 4 B 2

Torej je |AH| = ds. To pomeni, da je gornja Mocnikova konstrukcija natan¢na (ni

priblizna).

4. Priblizna konstrukcija pravilnega sedemkotnika

Pravilnega sedemkotnika se ne da konstruirati z neozna¢enim ravnilom in Sestilom.
Obstaja veliko pribliznih konstrukcij. Eno med njimi je prispeval tudi slovenski
matematik Josip Plemelj. V viru (Hladnik, 2013,167) je opis njegove konstrukcije z

dokazom. Tu povzemamo glavne ugotovitve.

Izrek (Plemelj): »V enakostrani€énem trikotniku ABC (Slika 8) naj tocka D
razpolavlja, to¢ka E pa tretjini stranico AB. Nadalje naj bo tocka F na daljici DE
taka, da je kot < DCF enak tretjini kota < DCE. Potem je CF stranica pravilnega
sedemkotnika, ki je v€értan enotski kroznici.« (Hladnik, 2013, 167)

Dokaz je v istem Clanku.
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B " e

Slika 8: Plemljeva konstrukcija stranice pravilnega sedemkotnika
(vir: Hladnik, 2013, stran 167)

Plemljeva konstrukcija je priblizna, ker je v enem delu potrebno razdeliti kot na tri enake
dele, kar pa z neoznacenim ravnilom in Sestilom ni mogoce (glej Sliki 8 in 9). Obstaja
veliko pribliznih metod delitve kota na tri enake dele. NajpreprostejSa je, da namesto

loka razdelimo pripadajoco tetivo na tri enake dele in podaljSamo krake.

Na Sliki 9 nam daljica CE predstavlja stranico sedemkotnika, dobljeno po Plemljevi

konstrukciji. Trisekcijo smo izvedli tako, da smo tretjinili daljico DG.
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Slika 9: Plemljeva konstrukcija pravilnega sedemkotnika s priblizkom stranice

Po (Hull, 2021) povzemamo, da se matematicni problem, s katerim bi dobili natan¢no
tretjino kota, zapiSe z enacbo tretje stopnje. Z ravnilom in Sestilom pa lahko resimo le
tiste probleme, ki jih zapiSemo z enacbama premice ali kroznice. Enacba premice
vsebuje spremenljivki x in y, enac¢ba kroznice pa x? in y? (Pitagorov izrek). Dokaz, da
z neoznacenim ravnilom in Sestilom kota ni mogoce razdeliti na tri enake dele, je objavil

francoski matematik Pierre Laurent Wantzel (1814 - 1848) leta 1837 (Hladnik, 2014).

Kot pa lahko razdelimo na tri enake dele s prepogibanjem papirja. V naslednjem
poglavju opiSemo to metodo. Metodo povzemamo iz (Hull, 2021), dokaz pa smo

naredili sami.
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6. Delitev kota na tri enake dele s prepogibanjem papirja (Abejev nacin)

V Hullovi knjigi (Hull, 2021, 16) je opisana metoda razdelitve ostrega kota na tri enake
dele avtorja Abeja in metoda razdelitve topega kota na tri enake dele avtorja Justina.

V nadaljevanju bomo opisali Abejevo metodo tretjinjenja ostrega kota (Hull, 2021, 16).

V ravnini imamo ostri kot « = kot AOB (Slika 10). Naredimo pregib vzdolz kraka OA in
pravokotnico v tocki O na krak OA. Nato izberemo toCko E in prepognemo tako, da
naredimo vzporedni pregib h kraku OA. Na sredini med tema vzporednicama naredimo

Se en vzporedni pregib (to¢ka F razpolavlja daljico OE).

Slika 10: Prvi korak pri tretjinjenju kota

Nato prepognemo papir tako, da to¢ka O sovpada na prvo vzporednico (skozi F), tocka
E pa na krak kota OB (Slika 11). Odtis to¢ke O na vzporednici skozi F oznacimo z G.
Nato naredimo pregib skozi OG. Kot AOG je ravno tretjina prvotnega kota a =
kot AOB.
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Slika 11: Izvedba pregiba, ki tretjini kot

Dokazimo, da je to res (Slika 12).
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Iz same konstrukcije sledi, da sta daljici OE in GH enako dolgi in da sta stranici OG in

EH vzporedni (pregib — ¢rtkana Crta — je pravokoten na obe daljici).
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Slika 12: K dokazu tretjinjenja kota

Stirikotnik OGHE je enakokrak trapez, trikotnik EOG pa enakokrak, ker leZi toéka F na
razpoloviS€u daljice OE in je FG pravokotna na OE. Oznacimo kot A0G z x: < AOG =
x. Ker sta premici skozi OA in FG vzporedni, je potem tudi kot OGF = x. Tako je kot
ob vrhu enakokrakega trikotnika EOG enak 2x. Ker je trikotnik OGM enakokrak (saj je
OGHE enakokraki trapez), velja < OGM =< GOM = 2x. Dobili smo, da je

kot « =< AOB = 3x oziroma je kot x enak natanko tretjini kota a.

17



Natancna konstrukcija pravilnega sedemkotnika

7. Nov nacin delitve ostrega kota na tri enake dele

7.1 Ideja

Ce si nekoliko podrobneje pogledamo Abejevo metodo (glej Sliko 12), opazimo, da je
Abe naredil dve vzporednici k prvemu kraku kota na enakih razdaljah. Namesto tega
poskusimo narediti po eno vzporednico prvemu kraku kota na vsaki strani prvega kraka
kota. Vsakega izmed krakov podaljSamo v premico. Prav tako kot pri Abejevi metodi
naredimo v vrhu kota pravokotnico. Vzporednici naj sekata premico, ki vsebuje drugi
krak kota, v to¢kah E in F (Slika 13). I1zhajamo iz konnega rezultata. Zato nariSemo
dva kota na primer kot 60° in kot 20°. Premica, nosilka drugega kraka kota 20°, je na

Sliki 13 obarvana rdece.

Slika 13: Iskanje ideje novega tretjinjenja ostrega kota

Pri Abejevi konstrukciji (Slika 12) je pregib narejen v smeri pravokotno na krak kota
0G. Pri pregibu sta upostevani tocki E in F. Naredimo tudi mi tako in sledimo tej ideji.
NariSemo vzporednici skozi to€i Ein F k drugemu kraku kota, ki je enak tretjini

prvotnega kota (Slika 14, rdeCa premica).
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Slika 14: Razvoj ideje novega tretjinjenja

Ce pogledamo Abejevo konstrukcijo, opazimo znagilni enakokraki trapez (na Sliki 12
je to trapez OGHE.) Pregib poteka simetricno na osnovnici trapeza. Skusajmo poiskati
podoben enakokraki trapez na Sliki 14. Sklepamo, da bosta osnovnici tega trapeza
leZali na vzporednicah k drugemu kraku kota (tretjini prvotnega kota) skozi tocki E in
(ozna€imo z G) in s pravokotnico na prvi krak v vrhu A (oznaCimo s H) ter nariSemo
daljice HF, FG in HE (Slika 15). Oznacimo trapez EGFH.V GeoGebri nariSemo simetrali
vsake izmed osnhovnic in opazimo, da sovpadata. Sklepamo, da je trapez EGFH
enakokrak. Preiskovali smo tudi pri poljubno izbranem kote a in vedno dobili
enakokraki trapez. 1z tega pa sedaj v obratni smeri izpeljemo nov postopek delitve

ostrega kota na tri enake dele.
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Slika 15: Kon¢ni korak razvoja ideje iskanja novega postopka tretjinjenja ostrega kota

7.2 Nov nadin delitve kota na tri enake dele — metoda TSM

Idejo, ki smo jo razvili s pomocjo Abejeve metode delitve ostrega kota na tri enake
dele, podrobneje opisimo in dokazimo. To metodo bomo poimenovali »metoda TSM«

(po avtorijih).
Potek (glej sliko 16):

1. NariSemo kot a in podaljSamo krake.

2. V vrhu A naredimo pravokotnico (to je premico skozi A in D) na prvi krak kota
AB

3. Naredimo vzporednici k prvemu kraku na enakih razdaljah na vsaki strani.
Vzporednici sekata premico, nosilko drugega kraka kota, v to¢kah E in F.

4. Nato naredimo pregib tako, da toCko E preslikamo na podaljSek prvega kraka
kota (to je na premico AB) in hkrati nosilko pravokotnice AD polozimo na
toCko F.

5. Sliko toCke E na premici AB ozna¢imo s H. Povezemo H in E.

6. Hipoteza: Kot AHE je ena tretjina kota a.
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Slika 16: Prikaz novega postopka tretinjenja kota

Ce narisemo vzporednico k daljici HE skozi A4 in razpolovimo preostanek kota «,

razdelimo kot a na tri enake dele.

Dokaz (glej Sliko 17):

Najprej nariSimo daljice: HF, GE in HG.
e Presecis€e med daljico HE in premico GD

Vv v

PresecisCe diagonal trapeza HG in FE naj

Z x oznacimo kot AHE. (Kot BAC = «a.)
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..................................................................................

Slika 17: K dokazu novega postopka tretjinjenja ostrega kota

Sklepamo:

a)

f)
9)
h)

Ker sta premici skozi FG in HE vzporedni in ker je EA = AF (vzporednici skozi
E in F sta enako oddaljeni od prvega kraka kota), je tudi AM = AG. To
ugotovitev lahko utemeljimo tudi s skladnostjo trikotnikov AEM in in AFG.
Ujemata se v stranicah AE = AF ter v kotih: kota GFA in MEA sta skladna, ker
sta izmeni¢na kota ob vzporednicah, kota MAE in GAF pa sta sovrdna. Ker sta
trikotnika AEM in AFG skladna, se ujemata tudi v ostalih stranicah. Tako je
AM = AG.

Trikotnik GMH je enakokrak, ker je AM = AG in je HA pravokotna na GM.

Kot AHM naj bo enak x.

Ker je trikotnik GMH enakokrak, je tudi kot AHG = x in zato je kot GHM = 2x.
Ker je trikotnik HPE enakokrak (toCka P lezi na simetrali HE), sta kota EHP in
HEP skladna in torej enaka 2x. Tako je kot MEA = 2x.

Ker je kot HAM pravi kot, je kot HMA = 90° — x.

Ker je kot HMA = 90° — x, je kot AME enak 90° + x (skupaj imata 180°).
|zracunamo kot MAE v trikotniku AEM: kot MAE = 180° — 2x — (90° + x) =
90° — 3x.

Kot BAM = 90°, zato je: 90° = a + kot MAE = a + 90° — 3x. Od tu

izraCunamo, da je

a = 3x,torejje x = %
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Pri pregledu nam dostopne literature s tega podro€ja nismo nasli metodo delitve
ostrega kota na tri enake dele, kot smo jo opisali pod imenom »metoda TSM« . Edino
v €lanku (Justin, stran 12) je matematik Justin uporabil podobno idejo za tretjinjenje
topega kota. Njegov postopek ni direktno uporaben za tretjinjenje ostrega kota. Pa tudi
dokaz je bistveno drugacen od zgoraj opisanega. Podobno je tudi v (Hull, 2021, stran
18).
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8. Natancna konstrukcija pravilnega sedemkotnika

V tem poglavju bomo opisali natan¢no konstrukcijo pravilnega sedemkotnika. Zdruzili
bomo obe metodi (neoznaCeno ravnilo in Sestilo, to je evklidsko orodje) ter
prepogibanje papirja. Daljico CF na Sliki 8 bomo konstruirali s pomocjo prepogibanja
papirja. Uporabili bomo metodo, ki smo jo opisali v prejSnjem poglavju. Konstrukcijo
lahko izvedemo na papirju z uporabo Sestila, neoznacenega ravnila in prepogibanja
papirja. Lahko pa jo izvedemo tudi s programom za geometrijo. V nalogi smo uporabili
program Geogebra. Plemelj je konstruiral dolZino stranice pravilnega sedemkotnika v
enakostraniCnem trikotniku s stranico 1. Plemljev sedemkotnik potem vriSemo v
kroznico s polmerom 1. Ker sta polmer oCrtane kroznice in stranica pravilnega
sedemkotnika premo sorazmerni, lahko vzamemo enakostrani¢ni trikotnik s stranico a
in v njem konstruiramo stranico pravilnega sedemkotnika. Potem to stranico nanesemo
na kroznico s polmerom a. Zaradi preprostejSih slik smo pri nasi konstrukciji v Geogebri
vzeli, da je stranica enakostrani¢nega trikotnika dolga 6 enot.! Stranico bomo na koncu

nanesli na kroznico s polmerom 6.
Potek natan¢ne konstrukcije pravilnega sedemkotnika
Prvi korak: NariSemo enakostrani¢ni trikotnik (Slika 18). Postavimo ga tako, da bo

potem lazje tretjiniti kot. ToCka D je razpolovisce stranice AB, toCka E pa tretjini stranico
AB.

Slika 18: Prvi korak konstrukcije z ravnilom, Sestilom in prepogibanjem papirja

1 Ce bi vzeli poljubno dolZino stranice AB, bi jo razdelili na tri enake dele z obi¢ajno metodo
delitve daljice na n enakih delov s pomocjo pomoznega poltraka ...)
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Ker je kot < DCE majhen in bo izvedba tretjinjenja nekoliko nerodna, podvojimo kot <
DCE (Slika 19). Na tri enake dele bomo razdelili kot < NCO, potem pa tretjino

razpolovili.

Slika 19: Drugi korak konstrukcije z ravnilom, Sestilom in prepogibanjem papirja

Na Sliki 20 je prikazana delitev kota < NCO na tri enake dele po metodi, ki smo jo
izpeljali sami. NariS§emo vzporednici k prvemu kraku na razdalji 3: y =3 iny = -3. (V
nasem primeru sta Ze narisani). Nosilka drugega kraka kota < NCO, to je premica skozi
toCki C in 0, seka vzporednici v to¢kah P in R. Nato naredimo pregib tako, da tocka P
pade na podaljSek prvega kraka kota (to¢ko oznacimo z ) in hkrati, da se pravokotnica
na prvi krak pokrije s tocko R (to¢ka H). Kot CGP je iskani kot (ki je sicer dvakrat vedji

od tretjine prvotnega kota).

Slika 20: Tretji korak konstrukcije z ravnilom, Sestilom in prepogibanjem papirja
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NariSemo vzporednico skozi toko C k daljici GP (to je premica skozi C in T) ter
razpolovimo kot DCT (glej sliko 21). Kot DCF je enak eni tretjini prvotnega kota DCE.
Tocka F naj bo presecisCe kraka CV s stranico AB enakostrani¢nega trikotnika. Daljica
CF je enaka stranici pravilnega sedemkotnika (Slika 21). Na Sliki 22 je prikazan
»Plemljev trikotnik« s Slike 8 z vrisano natanéno dolzino stranice pravilnega

sedemkotnika.

Slika 21: Cetrti korak konstrukcije z ravnilom, $estilom in prepogibanjem papirja

A

Slika 22: Peti korak konstrukcije z ravnilom, Sestilom in prepogibanjem papirja

Sledi konstrukcija pravilnega sedemkotnika: nariSemo kroznico s polmerom 6 in nanjo
nanesemo stranice CF. Na Sliki 23 je prikaz nanasSanja v Geogebri, na Sliki 24 pa

konéni rezultat.
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Slika 23: Sesti korak konstrukcije z ravnilom, $estilom in prepogibanjem papirja

Slika 24: Sedmi korak konstrukcije z ravnilom, Sestilom in prepogibanjem papirja
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9. Natancna konstrukcija pravilnega sedemkotnika samo s prepogibanjem papirja

V knjigi (Hull, 2021) sta opisana dva nacina, kako samo s pomocjo prepogibanja
papirja konstruiramo pravilni sedemkotnik. Prvi nacin na strani 20 vsebuje samo
enojne pregibe, drugi nacin na strani pa vecCkratni pregib in sicer 5-kratni. VecCkratni
pregib je pregib, ko naredimo hkrati veC pregibov in pazimo na njihovo medsebojno
ujemanje. Primer dvojnega pregiba je tretjinjenje kota, ko »primemo kraka« in ju
zapognemo proti notranjosti kota tako, da dobimo tri enake kote. V nadaljevanju

povzemamo iz istega vira opise, dokazi pa presegajo nase znanje.

9.1.Natancna konstrukcija pravilnega sedemkotnika z enojnimi pregibi
Thomas Hull v (Hull, 2021) navaja postopek konstrukcije pravilnega sedemkotnika s
prepogibanjem papirja. Tu navajamo postopek, ki smo ga nekoliko skrajsali. Slike so
skenirane iz (Hull, 2021, 20).

Prvi korak. Kvadrat prepognemo na polovico v vodoravni in v navpi¢ni smeri.
Vodoravno simetralo oznac¢imo z L,, navpi¢no pa z L,, njuno preseciSce z 0. Tocko
na sredini desne stranice pa s C. Nato prepognemo ¢ez polovici Se zgornjo in levo
polovico. Zgornjo Cetrtino zapognemo nazaj za kvadrat, prav tako levo cCetrtino.

Dobimo situacijo na nasledniji Sliki 25.

Slika 25: Prvi korak konstrukcije s prepogibanjem papirja
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Drugi korak: ToCki Ain B prepognemo skupaj in naredimo majhen pregib na levi
stranici (pomanjSanega kvadrata). To¢ko na sredini daljice AB oznacimo s P,, to€ko na

vrhu navpi¢ne simetrale prvotnega kvadrata pa s P; (Slika 26).

A

B

Slika 26: Drugi korak konstrukcije s prepogibanjem papirja

Tretji korak: Naredimo pregib tako, da hkrati postavimo to¢ko P1 na premico L1 in to¢ko

P2 na premico L2 (Crtkana Crta je nastali pregib) (Slika 27).

P,

Slika 27: Tretji korak konstrukcije s prepogibanjem papirja

Cetrti korak: S svinénikom oznadimo odtis todke P1 na premici L1. Skozi odtis toke
P1 (ki je nastala na premici L1), naredimo pregib, ki je pravokoten na spodnjo stranico
kvadrata. Ta pregib oznac¢imo z L3. Vse zavihke poravhamo nazaj in dobimo prvotni
kvadrat (Slika 28).
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‘

Slika 28: Cetrti korak konstrukcije s prepogibanjem papirja

Peti korak: ToCka C je razpolovid€e desnega roba prvotnega kvadrata. Naredimo
pregib (oznac¢imo ga z L4) tako, da prepognemo tocko C na premico L3 in hkrati poteka

skozi to¢ko 0. Oznacimo to¢ko, kjer to¢ka C pade na premico L3 (odtis toCke C na L3

oznacimo s C’) (Slika 29).

Slika 29: Peti korak konstrukcije s prepogibanjem papirja
Sesti korak: Desni vogal zapognemo za kvadrat tako, da poteka skozi novo togko €’ in

je pravokoten na pregib L4 (Slika 30).

(6)
Ly

Slika 30: Sesti korak konstrukcije s prepogibanjem papirja
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Sedmi korak (Slika 31): Naredimo pregib skozi 0 in novo to¢ko C'. Ta pregib Ze obstaja,

a ga sedaj naredimo skozi vse plasti. Potem vse poravnamo v prvotni kvadrat.

Slika 31: Sedmi korak konstrukcije s prepogibanjem papirja
Osmi korak: Naredimo pregib skozi to¢ki C in C'. Daljica CC' je stranica pravilnega
sedemkotnika. Naredimo pregib preko L1 in oznacimo odtis to¢ke C’'s C" na L3. Nato
smiselno nadaljujemo doloCanje ogliS¢ in stranic, dokler ne dobimo pravilnega
sedemkotnika (Slika 32). Na Sliki 33 je fotografija pravilnega 7-kotnika, ki smo jo

naredili samo s prepogibanjem papirja.

F

Slika 32: ZakljuCek konstrukcije s prepogibanjem papirja
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Slika 33: Fotografija kon¢anega pravilnega sedemkotnika s prepogibanjem papirja

(Foto: Samo Macek)
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9.2.Natan¢na konstrukcija pravilnega sedemkotnika z vozlom

V knijigi (Hull, 2021, 60) je opisan nacin prepogibanja traku z vozlom. Kot je razlozeno,

gre za hkraten nastanek petih pregibov. Navajamo brez dokaza. Potek je prikazan na
Sliki 34, fotografija kon¢nega izdelka pa na Sliki 35.

Slika 34: Nastanek pravilnega sedemkotnika s pomocjo vozla

(Vir slike: Hull 2021, stran 60)

Slika 35: Fotografija konénega pravilnega sedemkotnika s pomocjo vozla

(Foto: Samo Macek)
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10. Zakljucek

Na zacCetku naSega raziskovanja smo si zastavili tri raziskovalna vprasanja in sicer:

1.

Zakaj z (neoznacenim) ravnilom in Sestilom ne moremo konstruirati pravilnega
sedemkotnika?

Katere pravilne veckotnike sploh lahko konstruiramo z (neoznacenim) ravnilom
in Sestilom?

Kako bi natan¢no narisali pravilni sedemkotnik?

Na vsa tri vprasanja nam je uspelo odgovoriti.

1.

Pravilnega sedemkotnika ne moremo narisati samo z (neoznacenim) ravnilom
in Sestilom, ker so matematiki dokazali, da to ni mogocCe. V postopku
konstrukcije je potrebno dolo€en kot razdeliti na tri enake dele. Delitev kota na
tri enake dele je eden izmed znanih starogrdkih problemov (tretjinjenje kota,
podvojitev kocke in kvadratura kota) in so konec 19. stoletja dokazali, da v
sploSnem ni mozna samo z (neoznacenim) ravnilom in Sestilom.

Matematika Gauss in Wantzel sta izpeljala pogoj, s katerim lahko preverimo, ali
lahko pravilni n-kotnik konstruiramo samo z ravnilom in $estilom. Stevilo n

moramo razcepiti in ugotoviti, ali ustreza pogoju izreka na strani 13.

Na primer:

e pravilni dvajsetkotnik: n =20 =22-5. Ker je n enak produktu potence
Stevila 2 in Frematovega praStevila, je pravilni dvajsetkotnik mozno
konstruirati samo z ravnilom in Sestilom,

e pravilni dvaindajsetkotnik: n = 22 = 2- 11. Ker pra$tevilo 11 ni Fermatovo,
pravilnega dvaindvajsetkotnika ne moremo konstruirati samo z
(neoznacenim) ravnilom in Sestilom,

e pravilni 42-kotnik: n = 42 = 2 -3 - 7. Ker je n enak produktu Stevila 2 in dveh
razlicnih Fermatovih prastevil, je pravilni 42-kotnik mozno konstruirati samo
z ravnilom in Sestilom,

e pravilni devetkotnik: n = 9 = 1 - 3 - 3. Stevilo 3 je sicer Fermatovo prastevilo,
a se dvakrat ponovi. Biti morajo le razli€na Fermatova prastevila (ki so lahko
pomnozena s potencami Stevila 2).

e pravilni 32-kotnik: n = 32 = 25 - 1. Ker je n enak potenci $tevila 2, je pravilni

32-kotnik mozno konstruirati samo z ravnilom in Sestilom.
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3. Ugotovili smo, da je pravilni sedemkotnik najmanjsSi n-kotnik, ki se ga ne da
konstruirati z neoznacenim ravnilom in Sestilom, saj je n=7=1-7 in 7 ni

Fermatovo prastevilo.

Pravilni petkotnik ustreza pogoju risanja, saj je 5=1-5 in je 5 Fermatovo
prastevilo. Konstrukcija ne gre na enostavni nacin preko kota 60°, a so odkrili
druge nacine. Enega izmed njih smo opisali v nalogi, ve€ pa je v viru (Hladnik,

1014). 1z konstrukcije pravilnega petkotnika dobimo pravilni desetkotnik z ogliSci

~

M

Slika 36: Natanc¢na konstrukcija pravilnega desetkotnika z ravnilom in Sestilom

Pri konstrukciji pravilnega sedemkotnika smo del postopka, ki ga ne moremo
narediti z (heoznacenim) ravnilom in Sestilom, nadomestili z natanéno metodo
delitve kota na tri enake dele s pomocjo prepogibanja papirja. Metodo smo
razvili sami. Z uporabo (neoznacenega) ravnila, Sestila in prepogibanja papirja
smo naredili natan¢no konstrukcijo pravilnega sedemkotnika. Na osnovi
pridobljenega znanja smo konstruirali tudi pravilni devetkotnik: v

enakostraniCnem trikotniku smo s pomocjo prepogibanja papirja razdelili
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notranji kot na tri enake dele po Abejevi metodi na levi strani Slike 37 in na desni

strani iste slike po metodi avtorjev.

Slika 37: Konstrukcija pravilnega 9-kotnika z ravnilom, Sestilom in prepogibanjem papirja

Na koncu lahko odgovorimo tudi na uvodni izziv, zakaj v osnovni Soli nikoli ne riSemo
pravilnih petkotnikov, sedmkotnikov in devetkotnikov. Odgovor je na dlani. Konstrukcija
pravilnega petkotnika je zahtevnejSa, konstrukcija pravilnega sedemkotnika

in pravilnega devetkotnika pa nemogoc€a samo z (neoznacenim) ravnilom in Sestilom.

V prihodnje bi bilo $e zanimivo raziskovati:

e kako lahko z ravnilom in Sestilom nariSemo tiste pravilne n-kotnike, ki jih je
mozno narisati, kjer je n > 10;

e kako lahko z ravnilom, Sestilom in prepogibanjem papirja nariSemo tiste pravilne
n-kotnike, Ki jih je mozno narisati, kjer je n > 10;

e kako lahko samo s prepogibanjem papirja nariSemo pravilne n-kotnike.
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12.Priloge

Prikaz konstrukcije pravilnega sedemkotnika s prepogibanjem papirja
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