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Povzetek

Nekega dne sem se pri uri matematike vprasala, kako bi toCkam, ki ne lezijo na isti premici,
izraCunali najbolje prilegajoCo premico. Tako sem se lotila te projektne naloge. Prvi korak je
bil izpeljava formul za izracun vrednosti k in n, da se bo naSa linearna funkcija y = kx +n
najbolje prilegala danim tockam.

Nato sem se lotila izracunov. Ugotovila sem, da metodo najmanjsih kvadratov uporablja
veliko razli¢nih aplikacij, s pomocjo katerih lahko izraCunamo vrednosti k in n glede na
vnesene tocke. Prvi primer sem izracunala ro¢no. Nato sem izra¢un naredila $e s pomocjo
racunala, v programih Excel in PSPP ter napisala program za izra¢un vrednosti k in n Se v
programskem jeziku Python. Za vsak izraCun sem uporabila nove vrednosti.

Odkrila sem, da linearna funkcija ni edina funkcija, ki jo lahko izraGunamo z metodo
najmanjSih kvadratov. Nekatere preostale funkcije se da linearizirati in tako lahko namesto
premice dobimo Se ostale najbolje prilegajoce funkcije, kot so eksponentna funkcija,
logaritemska funkcija in potencna funkcija. Za vsako sem tudi naredila posamezen primer.

Kljuéne besede: linearna regresija, metoda najmanjsih kvadratov

Abstract

One day at my math class, | wondered how to calculate the best fitting line for points that do
not lie on the same line. So, | tackled this project task. The first step was to derive the
formulas to calculate the values of k and n so that our linear function y = kx + n will best fit
the given points.

Then | started the calculations. | found out that the least squares method is used by many
different applications that can be used to calculate the values of k and n based on the points
entered. | calculated the first case manually. Then | did the other calculations with the help of
a calculator, in Excel and PSPP, and also wrote a program for calculating the values of k and
n in the Python programming language. | used new values for each calculation.

| discovered that the linear function is not the only function that can be calculated by the least
squares method. Some of the other functions can be linearized, so that instead of a linear
one we can get other best-fitting functions such as exponential function, logarithmic function
and power function. | also made an individual case for each.

Key words: linear regression, least squares method



1 UVOD

V raziskovalni nalogi zelim spoznati metodo najmanjSih kvadratov, ki danim to¢kam v
koordinatnem sistemu poi$¢e premico, ki se tem to¢kam najbolj prilega. Zelim spoznati
tudi programska orodja za uporabo te metode. In po moZnosti Se to, ali bom ob pomodi
mentorja uspela izpeljati obrazce za resitev te naloge.

Zacnimo s konkretnim problemom. SneZilo je. Ob 6. uri je bila viSina sneZne odeje
18 cm. Ob 8. uri je bila viSina snezne odeje 24 cm. Ob 10. uri je bila viSina snezne
odeje 25 cm. Ob 12. uri je bila viSina snezne odeje 31 cm. Zberimo podatke Se v tabeli
in nariSimo ustrezne toCke v koordinatnem sistemu.

X Cas (h) 6 8 10 12
Y Visina (cm) 18 24 25 31

Zanima nas, katera funkcija se najbolj prilega tem toCkam. Vemo sicer, da skozi &tiri
tocke lahko polozimo graf polinoma tretje stopnje, ki se bo popolnoma prilegal to¢kam,
ali pa graf kakSne druge funkcije, ki bi se to€kam popolnoma prilegal. Toda take reSitve
v nadem primeru niso zazelene, ker predpostavljamo, da ves ¢as sneZi priblizno enako
intenzivno. Nase vprasSanje zato lahko zastavimo konkretneje. Ali znamo poiskati
premico, ki se najbolj prilega danim tockam?

35+ Y
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Slika 1: Premica, ki se najbolje prilega meritvam sneZne odeje

Rezultat take naloge bi bil uporaben. Ce poznamo premico, ki se najbolj prilega danim
to¢kam, znamo z njeno pomocjo ugotoviti, kolikSna bo viSina snezne odeje Cez
nadaljnje tri ali Stiri ure. To pa je lahko uporaben podatek, na primer za organizatorja
zimske snezne sluzbe, da se lahko pravilneje odloci, koliko sneZnih plugov naj poslje
na mestne ulice.



Opredeliti moramo Se, kako bomo merili, katera premica se bolje prilega danim toCkam
in katera se slabSe. Zagotovo je smiselno opazovati razdalje tock od premice. Razdaljo
lahko merimo na ve¢ nacinov. Lahko v obi¢ajnem smislu, ko je razdalja to¢ke od
premice enaka razdalji to¢ke do najbliZzje tocke na premici (slika 2), ali pa tako, da
opazujemo razdaljo toCke od premice v x-smeri (slika 3). Lahko pa tudi opazujemo
razdaljo toCke od premice v y-smeri (slika 4).

y

Slika 2: Razdalja od premice v obi¢ajnem smislu

i

Slika 4: Odmiki od premice v y-smeri



Zadniji nacin pa je za obravnavo najbolj enostaven, zato bomo odmike to¢k od premice
merili v navpini smeri, kot je prikazano na sliki 4.

Odmiki so lahko pozitivni ali negativni. Ena moznost za merjenje, koliko se premica
prilega toCkam, je, da opazujemo vsoto

f=ldy| + |dz| + |d3| + |dyl. )
Tista premica, pri kateri je vsota f najmanj$a, se najbolje prilega.
Druga moznost pa je, da opazujemo vsoto

f=d?+ d5+ d5+ di. 2

Tudi pri tem nacinu je poskrbljeno, da so negativni odmiki enako obravnavani kot
pozitivni. Ima pa ta nacin to prednost, da imajo veliki odmiki na vsoto f Se vedji vpliv, saj
so kvadrirani in imajo v primerjavi s kvadriranimi majhni odmiki e vecje razmerje. V
tem primeru bo vsota f Se bolj skrbela za to, da bo za najbolje prilegajo¢o premico
izbrana tista, ki ima &im manj to¢k z velikimi odmiki. Seveda pa je tudi, kot Ze prej
omenjeno, lazji za obravnavo.

Zato se odlo¢imo za drugi nacin (2). Vprasanje nase naloge o naras€anju snezne odeje
je torej, katera premica je tista, pri kateri je vsota kvadratov odmikov to¢k od premice
(2) ¢im manjsa.

Zastavimo si nalogo $e v sploSnem. Imamo podanih N to¢k v dvorazseznem
koordinatnem sistemu: (xq,y1), (x2,¥2), (x3,¥3), ... (xy,Yn). Dolo€imo tisto premico y =
kx + n, pri kateri je vsota kvadratov odmikov

flk,n) = (y1 — (kxy + n))* 4+ (v2 — (kxy + n))* + -+ (yy — (kxy + n))? 3

najmanjS8a med vsemi. IS€emo torej smerni koeficient k in zaetno vrednost n tiste
premice, pri kateri je vsota f najmanj$a mozna.

S tem problemom se je intenzivno ukvarjal Carl Friedrich Gau3 (1777—1855) in ga tudi
uspesno resil. Verjetno tudi v kaksni Se bolj splosni obliki. Ker Zelimo minimizirati vsoto
kvadratov odmikov, se postopek za reSitev te naloge imenuje metoda najmanjsSih
kvadratov (least squares method). Ker Zelimo najti premico oziroma linearno funkcijo,
ki se najbolj prilega danim to¢kam, v literaturi pri statistikih najdemo obravnavo te
naloge tudi pod imenom linearna regresija (linear regression). Praktiki pa pogosto
reSevanje te naloge imenujejo prilagajanje krivulj (curve fitting).

Vrnimo se k naSemu primeru, ko nas zanima, kako se s ¢asom spreminja viSina
snezne odeje. Ce v enacbo (3) vstavimo podatke nasih Stirih tock, dobimo

f(k,n) = (18 — (k6 +n))?> + (24— (k8 +n))? + (25— (k10 +n))? + (31 — (k12 + n))?

Ce izraz poenostavimo, dobimo
f(k,n) = 344k? + 72kn + 4n? — 1844k — 196n + 2486.



Zanima nas, pri katerem k in n ima funkcija f minimum oziroma najnizjo vrednost.
Naloga je zahtevna, saj moramo poiskati minimum funkcije dveh spremenljivk. Grafi¢no
problem izgleda priblizno takole:
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Slika 5: Graf funkcije dveh spremenljivk z minimumom

Graf funkcije dveh spremenljivk f(k, n) je predstavljen kot ploskev v trirazseZznem
koordinatnem sistemu. Zanima nas, pri katerem k in n ima ta ploskev najniZjo tocko
oziroma predstavlja najnizjo vrednost funkcije.



2 |ZPELJAVA OBRAZCEV

Funkcijo f(k,n), ki nastopa v (3) in katere minimum bi radi nasli, bi radi zapisali v
prikladnejSi obliki. Ker bomo imeli veliko opravka z vsotami, vpeljimo oznako za vsoto:

N
le- =X+ Xy, +x3+ x4+ FXy.
i=1

Hitro se da pokazati, da ima vsota dve lepi lastnosti, ki ju lahko uporabliamo v
nadaljevanju:

N N N

Z(xi‘i'}’i) :2xi+z}’i :
i i 1

i=1 i=1 i=
N N
Z(/lxi) =A- le' .
i=1 i=1

S pomocjo oznake za vsoto in obeh lastnosti vsote lahko funkcijo f(k,n) zapiSemo
takole:

f(k,n) = (y1 — (kx, + n))2 + (y2 — (kx, + n))2 + ..+ (yN — (kxy + n))2

N
= Z()’i — (kx; + Tl))z
i=1

N
= Z()’i —kx; — Tl)z
i=1

N
= Z(yiz + k2x? +n? — 2kx;y; — 2ny; + 2knx;)

=1

N

N N N N N
= Z yZ + Z k2x? + Z n* + Z(—kaiyi) + Z(—Znyi) + Z 2knx;
' i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N N
1- Zkaiyi - ZnZyi + anz X
=1 i=1 1

=1
1= i=

N N
=Zyi2+k22xi2+n2

i=1 i=1 i

N N N N N
= Zylz + kzle-z +n?N — Zkaiyi — ZnZyi + anzxi
=1 1 i=1 i=1 1

i= i=

N
=1



N N N N N

= kZinz +2kn2xi + Nn? —Zkaiyi —ZnZyi +Zyi2 :

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Vsote, ki tu nastopajo, vedno lahko izraCunamo iz danih podatkov. Za izraCunane vsote
vpeljimo nove oznake:

N
Sx=2xi=x1+x2+x3+...+x,v,

N

Sy=2yz =y1+y,+yst...tyn,
N

Sxx=in2 =x? +x%+x3+...+x5,
N

Syy =2y5 =yf+y; +yi+... vk,

Sxy = Z Xi¥i = X1Y1 + XY, + .+ XnYy -

i=1
S temi oznakami lahko na$o funkcijo zapiSemo
f(k,n) = k2Syy + 2knS, + Nn? — 2kS,,, — 2nS, + S, . (4)

Radi bi poiskali minimum te funkcije dveh spremenljivk. V literaturi vidimo, da je
minimum mogoce hitro najti s pomocjo visjeSolske matematike. Minimum je tam, kjer je
tangentna ravnina na graf funkcije vodoravna. To je tam, kjer sta parcialna odvoda
funkcije f(k,n) po k in po n enaka 0. Ko imamo napisana ta dva pogoja, je treba resiti
le Se sistem dveh enacb z dvema neznankama. In dobimo

NSy, — SiS,

k=222
NSxx - (Sx)z

_ SuSy ~SxySx _ Sy—kS,
NSxx - (Sx)z N .

To reSitev najdemo v vseh visjeSolskih u€benikih, ki obravnavajo to tematiko. Izziv pa
je, ali se znamo dokopati do te reSitve le s srednjeSolsko matematiko.

Spomnimo se, da v drugem letniku srednje Sole znamo sploSno obliko kvadratne
funkcije ene spremenljivke pretvoriti v temensko obliko. Iz te oblike pa takoj vidimo, kje
je teme oziroma kje ima funkcija minimum ali maksimum. Ker je kvadratna funkcija
precej enostavna, jo znamo s pomocjo dopolnjevanja do popolnega kvadrata pretvoriti
v temensko obliko. Ce tega ne bi znali, bi si lahko pomagali z ustreznim nastavkom.



Splosna oblika kvadratne funkcije je
y = ax? + bx + c.
Temenska oblika je
y=A-(x—P)*+Q.
Ta izraz lahko raz¢lenimo:
y=A((x?-2Px+P?)+Q

= Ax? — 2APx + AP? + Q.

Ce zelimo, da sta polinom splo$ne oblike in polinom, dobljen iz temenske oblike,
enaka, se morata ujemati v vseh koeficientih:
A=a,

—2AP =b,
AP2+Q =c.
Od tod dobimo:
b _ —(b*— 4ac)

A=a, P=——,
¢ 2a Q 4a

Na ta nacin, s pomoc¢jo nastavka z nedolocenimi koeficienti A, P, Q, znamo pretvoriti
splodno obliko kvadratne funkcije v temensko obliko, ne da bi poznali postopek
dopolnjevanja do popolnega kvadrata. Od tod pa takoj dobimo teme oziroma minimum
ali maksimum funkcije. Ce je A pozitiven, potem vemo, da ima funkcija v togki (P, Q)
minimum, saj je vrednost izraza A (x — P)? najmanj$a takrat, ko ima x vrednost P in je
zato vrednost tega izraza

Ax—=P)¥*=AP-P)?=a-0>=0.
Nizje vrednosti ta izraz ne more imeti, saj je njegova vrednost vedno nenegativna.
Ta ideja nam pride na misel tudi tu, kjer Zelimo poiskati minimum funkcije dveh
spremenljivk. Z dopolnjevanjem do popolnega kvadrata oziroma do dveh popolnih
kvadratov bo to najbrz prezahtevno. S primernim nastavkom z nekimi nedolo€enimi

koeficienti kot zgoraj za funkcijo ene spremenljivke pa bo mogoce uspelo.

Poskusimo funkcijo (4) zapisati s primernim nastavkom. Najenostavneje bi bilo, ¢e bi jo
lahko zapisali v obliki

flk,n) =A(k—-B)?*+C(n—D)*+E, A, C =0.

Iz take oblike bi takoj dobili, da ima funkcija minimum pri k = B in n = D. Ko zgornji
izraz raz¢lenimo, dobimo

flk,n) = A(k? — 2Bk + B®) + C(n> —2Dn+ D?) + E
= Ak? — 2ABk + AB? + Cn?> — 2CDn+ CD?* +E

= Ak? + Cn? — 2ABk — 2CDn+ AB* + CD* + E .



Ce to primerjamo z na$o funkcijo (4)
F(k,n) = k2Syy + 2knS,, + Nn? — 2kS,,, — 2nS, + S, ,

opazimo, da se koeficientov ne bo dalo izenaciti. Ker v nasem nastavku manjka mesSani
¢len, ki bi bil ve€kratnik izraza kn, si s tem nastavkom ne moremo pomagati.

Poskusimo Se z razSirjenim nastavkom
fe,n)=A(k-B)?+C(n—Fk—-D)*+E, AC =0. (5

Ce se nam posreéi funkcijo f(k,n) zapisati v taki obliki in je res 4 > 0 in ¢ > 0, potem
ima funkcija f(k,n) najmanjSo vrednost oziroma minimum tam, kjer je vrednost obeh
izrazov v oklepajih enaka 0. Torej mora biti

k—B=0,

n—Fk—D=0
oziroma
k=B,
n=D+Fk.

In v tem primeru bi bila nasa naloga reSena.

Nas nastavek (5) raz€lenimo in uredimo:
f(k,n) = A(k? — 2Bk + B?) + C(n? + F?k? + D? — 2Fkn — 2Dn + 2DFk) + E
= Ak? — 2ABk + AB? + Cn? + CF?k? + CD? — 2CFkn — 2CDn + 2CDFk + E
= k%(A + CF?) — 2CFkn + Cn? + k(—=2AB + 2CDF) — 2CDn + AB* + CD? + E .

Izenac€imo koeficiente s koeficienti funkcije, zapisane v (4):

A+ CF?=S,,,
—2CF = 2S,,
C=N,

—2AB + 2CDF = =28,
—2CD = -2S,,,
AB*+CD*+E =S,,.

To je sistem Sestih enacb s Sestimi neznankami 4, B, C, D, E, F. Hitro izlu§&imo:



-25, S
D Y = X
-2C N
28, 5
-2C N’

Sx\? NS? S2 NSy, —S2
A:Sxx_CFzzsxx_N(__x> =5xx__x: _Wx:%;

Spy N2 (=52
~2Sxy —2CDF _ —2(Syy + CDF) _ Sy +CDF _ Sy + N7 (-%) B

—24 —24 A NS, — S2 B
— N

NSy =SiSy N NSy=S:S,
N NSy, —SZ NSy —SZ'

NSyx = S% (Nsxy - sx5y>2 . <sy)2

E=S,,—AB?>—-(CD? = S, — N NS, — 52

(NSyy — 5,5,)°  S2

=S,y — :
¥y N'(NSXX—S,?) N

Preveriti je treba le Se to, da sta koeficienta A in € nenegativna. € = N, vemo pa, da je
Stevilo toCk N naravno Stevilo in je zato koeficient C res nenegativen. Poglejmo si Se

- NSy, —S% . . e . .
koeficient A = % Imenovalec N je naravno Stevilo. Preveriti je treba le Se, da je
Stevec NS, — SZ nenegativen:

NSy —S2=N-(x? +x3 +x2+...+x3) — (x; + X5 + x3+ ... +xy)?
= Nx? 4+ Nx3+ ..+ Nxj — (x} +x2 + ..+ x5 + 2x1%5 + 2x%1X3 + ..+ 2Xy_1XN)
= Nx2+ Nx2+ ..+ Nxi —x? —x%— ..— x5 —2x;X; — 2X1X3 — .. — 2XN_1XN
=(N—Dx?2+(N—1Dx2+ ...+ (N —1)xF — 2x1x, — 2X1X3 — ... — 2Xy_1XN

= (11 — %)% + (r1 = x3)% + (0 —x4)* + o+ (g — xy)?

4+ (xp —x3)% + (X3 —x4)2 + o+ (3 — xy)?

+ (3 —x4)% + ot (x5 — xy)?

+ ot (g — xp)2. (6)

Ta izraz pa je res nenegativen, saj je vsota kvadratov realnih Stevil.



Nasa funkcija (5) ima zato res minimum pri

To pomeni

NSy, — 5.5,

k=B= 2,
NSyx — S2

Sy
n=D+Fk=—+

S, S, — kS,
N (_ )k_ '

N N

Ce izraz za n izrazimo $e naprej, dobimo

NSy =58y
o Y T NS, —S2 % _ NSuSy - S%Sy = NSyxySx + SiSy 1
N NS, —S2 N

_ NSuSy—NSySe 1 _N: (SxxSy = SxySx) _ SxxSy = SxySx

NSy, —S2 N (NSyx —S2)-N NS, —S2

Vizrazih za B, E, k in n nastopa v imenovalcu izraz NS, — S2. Skrbi nas, kaj se zgodi,
Ce ima ta izraz vrednost 0. Ta izraz imamo v drugacni obliki zapisan v (6). Opazimo, da
v primeru, ko sta vsaj dva x-a nasih tock razli¢na, je ta izraz pozitiven in do deljenja z 0
ne more priti. Postavimo torej zahtevo, da nasSe toCke ne smejo vse imeti iste x-
koordinate. V tem primeru je mozno izraCunati vse prej nastete koeficiente in tudi k in
n.

Obrazca metode najmanjSih kvadratov nam je uspelo izpeljati le z uporabo
srednjesolske matematike.
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3 1IZRACUN

3.1 Roé€ni izra€un
Imamo torej 4 to¢ke. Te lahko nazorno ponazorimo v tabeli.

Ura (h) Vi§ina snezne odeje (cm)
1. |6 18
2. |8 24
3. |10 25
4. |12 31

Ce ponazorim te tocke na grafu, je iz njega razvidno, da premica, ki bi $la skozi vse te
to¢ke, ne obstaja. Sami pa bi zlahka predvideli priblizno reSitev. Po ob&utku bi narisali
premico, ki se najbolje prilega toCkam. Vendar bomo z raCunanjem poiskali zares
najboljSo resitev.

35
30
25

20

15

VISINA SNEZNE ODEJE [CM]

CAS [H]

Graf 1: Odvisnost viSine sneZne odeje od ¢asa

Racunanja se lotimo s pridobivanjem vrednosti Sx, Sy, Sxx, Sxy:
Sx=6+4+8+10+ 12 = 36,
Sy =18+ 24+ 25+ 31 =98,
Sxx =36+ 644+ 100+ 144 = 344,
Sxy =108 + 192 + 250 + 372 = 922.
Ko so vse vrednosti izraCunane, jih moramo le Se vstaviti v formuli:

__ NSxy—-SxSy
NSxx—SxSx’

_ SxxSy—-SxySx __ Sy—kSx

NSxx—SxSx N

11



Za naSe tocCke to izgleda takole:

_ 4%x922—-36%98 _
T 4%344-36%36

k 2,

344%x98—-922%36
=——=6,5.
4x344-36%36

Tako torej izvemo, da se nasim to¢kam najbolje prilegajoca linearna funkcija glasi:
f(x) =2x+6,5.

Oglejmo si to premico skupaj z danimi to¢kami:

45

9 b— +————+

35

30 ’

deje (cm)

PR e e T T Y

20

Sina snezne o

15

Vi

10

Graf 2: Odvisnost viSine sneZne odeje od ¢asa

3.2 Izra€un s pomoc¢jo zepnega racunala

Opisan ra¢un je bil izveden na Sharp racunalu, saj so ti eni najbolj popularnih racunal.
V roke primemo racunalo in ga vklopimo. Nato na desni strani kliknemo gumb, na
katerem piSe MODE in nato Se 1. Tako vklopimo nacin za statistiko. S pritiskom na
gumb 1 izberemo LINE MODE, ki se uporablja za izraCunavanje linearne regresije.

Naslednji korak je vnaSanje podatkov. Najprej vtipkamo vrednost x-koordinate prve
toCke in nato pritisnemo tipko z oznako (x,y). Nadaljuijemo z vnasanjem vrednosti y-
koordinate. Nato pritisnemo gumb, na katerem pise DATA. S tem smo vnesli togko. Ce
hoCemo vnesti vel toCk, ponavljamo ta proces, dokler nismo vnesli vseh. Vnesemo jih
lahko do 100. Ce se nam nekatere vrednosti ponavljajo, nam jih ni potrebno veckrat
vpisovati, saj obstajajo kraj$i nacini. Ce se nam dologena to¢ka ponovi vedkrat, lahko
po njenem vnosu (po pritisku gumba (x,y) ob koncu vnosa y-koordinate) vnesemo
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Stevilo vseh ponovitev toCke med podatki in Sele nato pritisnemo DATA. To ham bo
shranilo toliko identi¢nih tock, kolikor je velika zadnja podana vrednost. Na primer, ¢e
imamo dani enaki tocki (3,5) in (3,5), potem to vnesemo z ukazi:

3(x,y)5(x,y) 2 DATA.

Ko konamo z vnasanjem tock, se lahko preusmerimo na izra¢un k-ja in n-ja. Dobimo
ju s tem, da pritisnemo gumb RCL ter nato gumb a ali b. Gumb a stoji za vrednost n-ja,
medtem ko b predstavlja vrednost k-ja.

Poleg vrednosti k in n nam racunalo s pomoc¢jo drugih tipk nudi Se druge statisticne
parametre o porazdelitvi vrednosti x-koordinat in y-koordinat nasih tock.

Primer:

Majina mama se je odloCila pregledati stara oblacila, ki jih njena h¢i ne nosi vec.
Spomnila se je trenutkov, ko je Maja te obleke Se nosila. Nato se je zaCela sprasevati,
kako hitro je njena h&erka pravzaprav zrastla. Tukaj so podatki o Majinem letu starosti
in njeni visini pri tisti starosti:

Majina starost | ViSina

2 84,3cm

3 96,5cm

5 110,1cm

7 120, 3cm
9 129,9cm

12 155,2cm

13 157,4cm

15 159,7cm

17 167,1cm

Po zgornjem postopku vnesemo podatke. Ra¢unalo nam vrne vrednosti n = 79,8 in
k =5,57. V grobem lahko trdimo, da je telesna viSina Maje v centimetrih naras€ala z
njeno starostjo v letih po formuli

viSina = 6 * leta + 80.
Ta odvisnost nam da grobe rezultate za obdobje od 2. do 17. leta Majine starosti.

Lahko tudi odtipkamo na primer 14 2ndF y'. To nam da odgovor, da je bila Maja pri 14
letih visoka priblizno 157,8 cm. Ce pa odtipkamo na primer 141 2ndF x', dobimo
odgovor, da je to viSino imela Maja pri 11 letih.

3.3 Izraéun s pomocjo programa Microsoft Excel

Izmerili smo porabo bencina pri voznji z avtom na relaciji z doloCeno razdaljo. Podatki
so v tabeli:

Pot (km) Poraba (litri)
153 11,3
212 14,5
342 22,9
417 29,6

IS¢emo premico, ki se najbolj prilega tem tockam. V Excelov delovni list vnesemo
zgornje podatke, na primer tako, da je prvi stolpec v poljih A2-A5 in drugi stolpec v
poljih B2-B5.
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Za izracun koeficientov premice v Excelu uporabljamo funkcijo LINEST. Ker ta funkcija
vrne matriko vrednosti, jo moramo vnesti kot formulo matrike. To storimo tako, da z
miSko oznacimo dve prazni sosedniji polji v isti vrstici, vnesemo formulo

= LINEST(B2: B5,A2: A5, TRUE,FALSE)
in pritisnemo Ctrl + Shift + Enter. Takrat se v oznacenih poljih prikazeta izraCunana
koeficienta premice k in n, in sicer 0,068622 in 0,29213482. Enacba premice je torej

y = 0,068622 x x + 0,29213482.

To nam pove, da lahko pri¢akujemo, da bo na$ avto pri voznji porabil 0,292 litra
bencina v vsakem primeru, potem pa Se 0,0686 litra za vsak prevozen kilometer.

V funkciji LINEST moramo vnesti &tiri parametre. Prvi je obseg celic z y-koordinatami,
drugi je obseg celic z x-koordinatami, tretji je TRUE, Ce i8¢emo enacbo premice v obliki
y = kx +n, in FALSE, €e i8¢emo enacbo premice v obliki y = kx, in Cetrti parameter je
TRUE, &e Zelimo poleg k in n pridobiti e razne druge statisticne vrednosti, in FALSE v
nasprotnem primeru. Ce se res odlogimo za pridobitev dodatnih statistiénih vrednosti,
moramo Vv zgornjem primeru z miSko oznaciti nekoliko vecje obmocje praznih sosednjih
polj, in sicer vsaj dva stolpca in pet vrstic. Ko odtipkamo
= LINEST(B2: B5,A2: A5, TRUE, TRUE)
in pritisnemo tipke Ctrl + Shift + Enter, dobimo 3e nekaj dodatnih statisti¢nih
parametrov:

E (1 =

Datoteka LI  Vstavljanje  Postavitev strani Formule  Podatki Pregled Ogled Pomoc Q

gl & lzredi Calibri -l <A K= é% v 28 prelomi besedilc
Prilepi [E; Kopira) - K L P~ .~ & A = = = & 3= [=]Zdwsiin na sred
~ ¥ Preslikovalnik oblik - - m— - - T = ==
Odlozizée = Pisava = Poravnava
D2 v Jv | {=LINEST(B2:B5; A2:A5; TRUE; TRUE)}
A B C D E F G H
Pot Poraba
1 [(km) (litri)
2 153 11,3 0,06862 0,29213
3 212 145 0,00429 1,28514
4 1342 229 0,99225 0,89303
5 417 29,6 256,041 2
6 204,193 1,595
7
8
9
10

&
a4

Slika 6: 1zgled Excelove tabele z izra¢unanimi parametri

Zanimivi so koeficient dolo¢nosti 72 v tretji vrstici prvega stolpca ter regresivna vsota
kvadratov ssreg in residualna vsota kvadratov ssresid, ki sta v peti vrstici. Koren iz

koeficienta dolo¢nosti » = V2, ki se imenuje koeficient mnoZzi¢ne korelacije, nam pove,
kako dobro nasa dobljena enacba premice pojasni odnos med neodvisno in odvisno
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spremenljivko. Vendar so to ze bolj zahtevni statisti¢ni pojmi. Povejmo le Se to, kako je
r2 izracunan. Prej omenjeni vsoti sta:

N
ssreg = ) (V(x) = )%
i=1

N
ssresid = Z(yi — y(x;))?.
i=1

Iz njiju dobimo skupno vsoto kvadratov:
sstotal = ssreg + ssresid.

Potem pa lahko izraGunamo:
2 __ Sssreg

= ——=oziromar?=1- .
sstotal sstotal

ssresid

Mozno pa je tudi uporabiti posamic¢ni funkciji za izraun k in n. V zgornjem primeru bi s
funkcijo
= SLOPE(B2: B5, A2: A5)
dobili le smerni koeficient k. S funkcijo
= INTERCEPT(B2: B5,A2: A5)
pa bi dobili le zacetno vrednost n.

3.4 Izra€un s pomoc¢jo programa PSPP

PSPP je brezplacna aplikacija, namenjena analizi podatkov. Sluzi kot brezplacna
alternativa za IBM SPSS Statistics, ki je eden vodilnih programov za statistiCne analize.
Tokrat preuCujemo razmerje med starostjo in ceno rabljenih avtomobilov, ki jih je v
zadnjem letu prodala avtohisa.

Tukaj je tabela s podatki:

Starost avta v letih | Cena avta v dolarjih

6300

5800

5700

4500

4200

4100

4
4
5
5 4500
7
7
8
9

3100

10 2100

11 2500

12 2200

Podatke vnesemo v program. Iz delovnega lista »Variable View« se preselimo na
delovni list »Data View« in tam vpiSemo podatke:
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File Edit View Data Transform Analyze Graphs Utilities Windows Help
B & B 8Q 928 FTES

12 : Var0001 2200.00
Case Var0001 Var0002 Var Var Var Var Var Var Var

1 4.00 6300.00
2 4.00 5800.00
3 5.00 5700.00
4 5.00 4500.00
5. 7.00 4500.00
6 7.00 4200.00
7 8.00 4100.00
8 9.00 3100.00
9 10.00 2100.00
10 11.00 2500.00
14 12.00 2200.00
12

13

Slika 7: To¢ke vpisane v PSPP

Iz menija izberemo »Analyse/Regression/Linear«. V oknu, ki se prikaze, moramo
opredeliti, katera je neodvisna in katera odvisna spremenljivka. To storimo tako, da
kliknemo na posamezno spremenljivko in nato s pus€icami urejamo, ali je neodvisna ali
odvisna spremenljivka.

Var0002

Var0001

Slika 8: Razvri¢anje spremenljivk pri iskanju linearne odvisnosti v programu PSPP

Ko imamo spremenljivki razvrs€eni, kliknemo »OK«. Pojavi se novo okno z rezultati
statistiCne analize.
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Output — PSPPIRE Output Viewer

File Edit Windows Help
» REGRESSIt REGRESSION
REGRESSION
/VARIABLES= Var0001
/DEPENDENT= Var0002
/METHOD=ENTER
/STATISTICS=COEFF R ANOVA.

Model Summary (Var0002)
| R | RSquare | Adjusted R Square | Std. Error of the Estimate |
| .96 | 91 | .90 | 461.39 |

ANOVA (Var0002)
Sum of Squares | df | Mean Square F Sig.

Regression 19873190.22 1 | 19873190.22 | 93.35 | .000
Residual 1915900.69 9 212877.85
Total 21789090.91 | 10

Coefficients (Var0002)

Unstandardized Coefficients | Standardized Coefficients
B Std. Error Beta t Sig.
(Constant) 7836.26 411.84 .00 | 19.03 | .000
Var0001 -502.42 52.00 -96 | -9.66 | .000

Slika 9: Rezultati analize v PSPP

V prvem stolpcu z oznako »B« najbolj spodnje tabele zagledamo koeficienta n (zgoraj)
in k (spodaj). Opazimo, da je n =7836,26 in k =—502,42. To pomeni, da je nasa

odvisnost
y = —502,42 * x + 7836,26.
Oglejmo si graf te funkcije skupaj z danimi to¢kami:

7000
6000

5000

o
o

4000

Cena (S)

3000 o
2000 L4
1000

0 2 4 6 8 10
Starost (leta)

Graf 3: Cena avtomobila v odvisnosti od starosti

12 14

Iz te odvisnosti vidimo, da se cena rabljenemu avtu vsako leto zniza priblizno za 500

dolarjev.

17



3.5 Izra€un s pomoc¢jo programskega jezika Python

Python je eden novejSih programskih jezikov in se ve€inoma uporablja za podatkovne
znanosti in statisti€éne problematike. Njegova koda je povpreéno kraja od kode ostalih
programskih jezikov in zato lahko berljiva, zaradi Cesar je Python eden najprimernejSih
jezikov za zacetnike; je eden najbolj priljubljenih programskih jezikov v tem €asu in ima
veliko dobrih knjiznic za obravnavo razli¢nih podatkov.

Za pisanje tega programa moramo imeti na naSem racunalniku namescen Python ali
pa enega od ostalih pythonovih IDE-jev (integrated development environment). Seveda
lahko uporabimo tudi tiste, ki jih najdemo na spletu (recimo Programiz na strani:
https://www.programiz.com/python-programming/online-compiler/).

Postopek zagona programa, ki sem ga napisala in je naveden v nadaljevanju, je
naslednji:

1. korak: Odpremo na$ IDE (€e imamo nalozen Python, v iskalni vrstici poiS¢emo
program imenovan »IDLE« in ga odpremo) in shranimo datoteko pod nekim
izbranim imenom.

2. korak: Ce prepisemo ali prekopiramo kodo, napisano spodaj, bomo dobili
delujoCi program. Spodnja koda je obrazlozena in nagovarjamo vas, da se
poskusite poigrati z njo.

3. korak: Kodo moramo seveda zagnati (v IDLE-ju to naredimo tako, da kliknemo
na oddelek imenovan »Run« in nato na tipko »Run module«).
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https://www.programiz.com/python-programming/online-compiler/

def linear_regression():
try: #zazenemo doloceno kodo, Ce uporabnik ne vnese Stevila temvec npr. besedo
num = int(input("Koliko tock imas? ")) #spremenljivka num vsebuje nas N

except ValueError:
print("Napaka! Vnesti morate celo Stevilo!")

#spremenljivke potrebne za izracun
SX =0
SY =0
SXX
SXY

0
(%]

i=20

while i < num: #v tej zanki uporabnik izpiSe x in y koordinate tock
x = int(input("vpisi x od" + str(i + 1) + ". tocke: "))
SX += x #SX-u pristeje x
SXX += x * x #SXX-u prisSteje kvadrat x-a

y = int(input("vpisi y od" + str(i + 1) + "tocke: "))
SY += y #SY-u pristeje y

SXY += x * y #SXY-u prisSteje zmnozek x*y

i+=1

# formule za izracun k-ja in n-ja
k = (num * SXY - SX * SY) / (num * SXX - SX * SX)
n = (SY - k ¥ SX) / num

return k, n

print("k, n =", linear_regression())

Primer: Poiskati Zzelimo najboljSo linearno zvezo med viSino in maso ucencev nekega
oddelka. Nasi podatki:

ViSina Masa
165 60
179 72
170 57
145 37
154 42
162 67
167 51
172 56
181 60
164 44
159 50
176 65
172 53
158 48
169 50

19



Program v Python IDLE lahko zazenemo tako, da na zgorniji vrstici kliknemo gumb Run
in nato v stolpcu najdemo Run Module ali pa pritisnemo gumb f5 na tipkovnici. Ko
zazenemo program, nas program povprada po Stevilu nasih to¢k. Odgovorimo s celim
$tevilom. V nasem primeru je to 15. Se naprej sledimo navodilom programa.
Posamicno vpisujemo x in y koordinate toCk. Na koncu nam program vrne vrednosti k
inn.

_&, *Python 3.7.4 Shell*

File Edit Shell Debug Options Window Help

Python 3.7.4 (tags/v3.7.4:e09359112e, Jul B 2019, 19:29:22) [MSC v.1916 32 bit (Intel)] on win32
Type "help", "copyright", "credits"™ or "license()" for more information.
>>>

= RESTART: C:\Users\mancy\CneDrive\Namizje\Programming\linear regression.py =
Koliko toék ima3?15

vpisi odl. todke: 165

vpisi odltocke: 60

vpisi od2. todke: 179

vpisi odZ2tocke: 72

vpisi od3. todke: 170

vpisi od3todke: 57

vpisi odd4. tocke: 145

vpisi oddtodke: 37

vpisi od5. todke: 154

vpisi odS5todke: 42

vpisi odé. todke: 162

vpisi odétodke: &7

vpisi od7. tofke: 167

vpisi od7todke: 51

vpisi odB. todke: 172

vpisi odBtocke: 56

vpisi od%. todke: 181

vpisi od%todke: &0

vpisi odl0. todke: 164

vpisi odl0tocke: 44

vpisi odll. todke: 159

vpisi odlltoéke: 50

vpisi odl2. todke: 176

vpisi odl2todke: €5

vpisi odl3. tocke: 172

vpisi odl3todke: 53

vpisi odld. todke: 158

vpisi odldtodke: 48

vpisi odl5. tofke: 169

vpisi odlS5to&ke: 50

k, n = (0.7445054945054545, -69.603479685347967)
>>>

A T T B L L L L R T L L

Slika 10: VnaSanje koordinat to¢k in izpis koeficientov nasega programa

Zveza, ki predstavlja odvisnost telesne mase od telesne visine, je torej
y = 0,745 * x — 69,6.
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4 PRILAGODITEV METODE ZA DRUGACNE FUNKCIJE

Metodo se da razsiriti v ve€ pogledih:
1. Namesto premice, ki se najbolje prilega tockam v 2-razseznem prostoru

iS¢emo ravnino, ki se najbolje prilega tokam v 3-razseznem prostoru ali pa
celo hiperravnino v ve¢dimenzionalnem prostoru. Na primer v obliki:
v=kix+kyy+kzz+ku+n.

2. Namesto premice, ki se najbolje prilega to¢kam, lahko i8¢emo kvadratno
parabolo, ki se najbolje prilega toCkam ali celo polinom viSje stopnje. Na
primer v obliki:

y = ax3 + bx? + cx + d.

3. Namesto premice, ki se najbolje prilega to¢kam, lahko iS¢emo tudi funkcijo
povsem druge oblike. V tem primeru poskusimo funkcijo linearizirati.
a. Eksponentna funkcija (Primer. Temperatura juhe, ki se ohlaja v
odvisnosti od ¢asa)
y=a* ebx
Lineariziramo jo tako, da zvezo med x in y logaritmiramo.
y=ax ebx’
Iny = In(a * e?¥),
Iny = Ina + In(e?®),
Iny =Ilna+b *x,
Y=N+K=*X.
Povezave med spremenljivkami:
X = x,
Y =Iny,
K = b,
N =Ina.

Pogledali si bomo primer ohlajanja juhe. Razlika med temperaturo
juhe in sobno temperaturo bi praviloma morala imeti eksponentno
odvisnost od ¢asa. Razli¢ni zunaniji vplivi (veter, nihanje temperature
okolja) pa povzrocajo nihanje temperature juhe. To so nasi podatki:

Cas x Temperatura Sobna Razlika
juhe temperatura temperatur

t (h) T (°C) To(°C) AT (°C)

0 100 20 80

1 87 20 67
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2 73 20 53
5 50 20 30
8 40 20 20
20 21 20 1

Sedaj spremenimo vsako koordinato y naSih danih to¢k v Iny. Te
vrednosti nam bodo sluzile pri izraunu najbolje prilegajoCe
eksponentne funkcije.

x=X=t(h) y = AT (°C) Y=Iny
0 80 4,3820
1 67 4,2046
2 53 3,9702
5 30 3,4011
8 20 2,9957
20 1 0

Sedaj smo funkcijo linearizirali. Vse, kar moramo storiti zdaj, je
namesto nasih vrednosti y uporabiti vrednosti Iny, tako da bomo
sedaj uporabljali X in Y. Metoda najmanjSih kvadratov nam za
spremenljivki X in Y vrne

K = —0,220401,
N = 4,499763.

Ko dobimo K in N pa to $e nista konCni vrednosti naSe eksponentne
funkcije. Preden vrednosti vnesemo nazaj v enacbo, jih moramo
spremenitiiz K v b iniz N v a. Vrednost K je sicer Ze enaka vrednosti
b, zato nadaljnje dolo¢anje/raCunanje ni potrebno. Iz N-ja pa dobimo
a tako, da obrnemo enac¢bo N = In a. Tako dobimo a = e" oziroma

b = —0,220401,
a = el = e**99763 = 89,995822.

Odvisnost spremembe temperature od Casa je torej y = 90 x e~%22%,
Oglejmo si graf te funkcije skupaj z danimi toCkami.
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Graf 4:Razlika med temperaturo juhe in sobno temperaturo v odvisnosti od ¢asa

b. Logaritemska funkcija (Primer: Rast deklic v odvisnosti od starosti)

y=a+bx*lnx
Dovolj je, da namesto In x vpeljemo novo spremenljivko X =Inx in
tako dobimo linearno odvisnost.
y=bxX+a
Pogledali si bomo rast deklic od rojstva do 6. meseca.
To so naSi podatki:

X = Starost deklice y =Y = Dolzina X=Inx
(tedni) deklice (cm)

1 49 0

2 52 0,693147
4 53,5 1,386294
9 58 2,197225
13 60 2,564949
18 64 2,890372
21 64 3,044522
24 67 3,178054
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Metoda najmanjSih kvadratov nam za spremenljivki X in Y vrne
povezavo Y = 5,35 * X + 47,8. Odvisnost dolzine deklic od starosti je
torej

vy =535*Inx+47,8.
Oglejmo si graf te funkcije skupaj z danimi tockami:

0 5 10 15 20 25 30
Starost (tedni)

Graf 5: DolZina deklic v odvisnosti od starosti

c. Potencna funkcija
y=axxP
Lineariziramo jo tako, da to zvezo med y in x logaritmiramo:
y=a:x* xb,
logy = log(a * x?),
logy =loga + logx?,
logy = loga + blogx,
Y=N+K=X.
Nove spremenljivke:
X =logx,
Y =logy,
K =b,
N =loga.
Merili smo odvisnost mase jabolk v gramih od premera jabolk v
centimetrih. V tabeli so meritve in logaritmirane vrednosti:

Premer (x) Masa (y) X =log x Y =logy

7,1 161 0,8512 2,2068
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5,6 113 0,7481 2,0530
6,2 113 0,7923 2,0530
7,2 142 0,8573 2,1522
6,4 136 0,8061 2,1335
6,0 107 0,7781 2,0293
7,0 161 0,8450 2,2068

Po metodi najmanj8ih kvadratov dobimo

K =1,5799,

N =0,8377
in zvezo med Y in X, in sicer

Y =1,5799 * X + 0,8377.
Od tod dobimo b = K = 1,58 in a = 10" = 6,88.

Torej imamo v naSem primeru odvisnost y = 6,88 * x1->8,
Oglejmo si Se graf te funkcije skupaj z danimi tockami:
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Graf 6: Masa jabolka v odvisnosti od premera

Pri¢akovali smo sicer kubi¢no odvisnost, saj volumen jabolk naras¢a
s kubom premera. Odvisnost je najbrz priSla nekoliko drugacna, ker
so bila v vzorcu jabolka med sabo zelo podobne velikosti in ker po
obliki jabolka niso bila enaka.

Sodobna racunala imajo Ze vgrajeno linearizacijo eksponentne,
logaritemske in potencne funkcije, in sicer tako, da nam Ze kar vrnejo
parametra a in b od eksponentne oziroma logaritemske oziroma potenéne
funkcije. V raCunalu Sharp EL-531TH dosezemo te vgrajene funkcije z
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ukazom MODE 1 3 oziroma MODE 1 4 oziroma MODE 1 5. V teh nacinih
delovanja nam ukaza RCL a in RCL b Z2e kar vrneta parametra
eksponentne, logaritemske oziroma potenéne funkcije in ni potrebno
nobeno ro¢no preracunavanje.
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5 ZAKLJUCEK

Vesela sem, da sem spoznala metodo najmanjsSih kvadratov, ki danim toCkam v
koordinatnem sistemu poiS€e premico y =k *x +n, ki se toCkam najbolje prilega.
Sedaj znam roéno izraCunati k in n po obrazcih in znam za izradun uporabiti tudi
vgrajeno funkcijo raCunala. Te vrste izraCunov sem spoznala tudi z uporabo
tehnologije, ki je zelo uporabna za statisticne izraCune. To so funkcije v programu
Microsoft Excel in funkcije v programu PSPP, ki je ekvivalenten enemu nhajbolj
izpopolnjenih programov za statisti¢ne obdelave IBM SPSS Statistics. Uspelo mi je tudi
napisati program oziroma kodo za izraCun koeficientov regresijske premice v
programskem jeziku Python.

Se posebej zadovoljna pa sem, da nama je z mentorjem uspelo izpeljati formuli za k in
n s pomocjo srednjeSolske matematike, saj v literaturi povsod najdemo izpeljavo le s
pomocjo parcialnih odvodov funkcije dveh spremenljivk, kar pa je zame Se
prezahtevno, saj to spada ze v visokoSolsko matematiko. Naloga je preizkusila najino
izvirnost in bila poseben izziv, saj reSevanja tega problema na tak nacin nisva opazila
nikjer drugje. Prav zaradi tega se bom te naloge zapomnila kot ene najpomembnejsih,
saj so bili to prvi poskusi matematike brez raznih virov, na katere bi se lahko opirala.
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