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1. Povzetek/ Abstract

Povzetek:

V raziskovalni nalogi se bom lotila obravnave brahistokrone krivulje. Zdi se mi, da je le ta eden
od najbolj zanimivih ze reSenih problemov v matematiki, saj sta se z njo ukvarjala ze Galileo
Galilei in Johann Bernoulli. Brahistokrona je krivulja po kateri potuje telo med dvema tockama,
da doseze najkrajsi ¢as, medtem ko na nanj deluje konstantna gravitacijska sila. Kakrsnekoli

sile upora v ¢asu potovanja so zanemarjene.

V svoji raziskovalni nalogi se bom najprej osredotocila na ¢as potovanja masne tocke med
dvema toCkama in energetske zakone, ki jih mora masna to¢ka ubogati. Nato se bom
osredotocila na zapis Euler- Lagrangeeve enacbe in reSevanje le te na primeru Brahistokrone

krivulje. V naslednjem poglavju se bom osredotocila na cikloido in njeno diferencialno enacbo.

Na koncu raziskovalne naloge bom s pomoc¢jo vseh obravnavanih enacb reSila enacbo za as
potovanja masne tocke in nato izra¢une prikazala na modelu potovanja masne tocke in izraGuna

njene poti.

Klju¢ne besede: Brahistokrona, Cas potovanja, Euler- Lagrangeva enacba, cikloida

Abstract

In the frame of this research project, | will aim to explore the Brachistocrone curve. It seems to
me that this is one of the most interesting problems already solved in mathematics, as Galileo
and Johann Bernoulli have already dealt with it. The brachistochrone is the curve of the shortest
travel time of a mass between two points, while a constant gravitational force acts on the mass

and any resistance or drag forces during the journey are neglected.

I will first focus on the time of mass travel between two points and the energy laws that the

mass must obey. | will then focus on the evaluation of the Euler-Lagrange equation and its



solution in the case of the Brachistochrone curve. In the next chapter, 1 will focus on the cycloid

and its differential equation.

At the end of the research project, I will solve the equation for the time of travel with the help
of all the considered equations and then show the calculations on the model of the travel of a
mass and the calculation of its path.

Key words: Brachistocrone curve, Time of travel, Euler-Lagrange equation, the Cycloid



2. Uvod

Brahistokrona krivulja je eden od najbolj zanimivih, Ze reSenih matemati¢nih problemov. Izvira
iz grskih besed brachos (kratek) in cronos (¢as) in, kot ze direkten prevod pove, pomeni
najkrajSo pot glede na ¢as potovanja od tocke A do tocke B. Prvi se je z brahistokrono krivuljo
ukvarjal Galileo Galilei, »popularno« pa jo je naredil Johann Bernoulli leta 1657, ko je s
»Problemom brahistokrone krivulje« javno izzval Newtona, da resi problem. Ta ga je resil, in

to v le eni no¢i.

Problem brahistokrone krivulje nagovori bralca naj najde ¢rto med dvema tockama. Po Evklidu,
je lahko med katerekoli dvema to€kama v prostoru narisana ravna Crta, ki je najkrajSa pot glede
na razdaljo med tockama. Vendar, kaksna bi bila pot, ¢e bi zeleli najti ¢rto, za katero velja, da

je najkrajsa pot med dvema tockama glede na ¢as?

Slika 1: najkrajsa razdalja med tockama A in B, Ana Smid, 2022

Predstavljajmo si, da imamo vrvico na kateri je kroglica z maso m. Kroglica se med tockama A
in B premika brez trenja in upora. Prav tako na kroglico stalno deluje navpi¢ni pospesek g.

Kaksna bo v tem primeru oblika vrvice, da bo kroglica opravila pot z najkrajsim ¢asom?

A(xo,Yo)

MozZna pot z

/ najkrajsim ¢asom?

B(x1,y1)



Slika 2: Mozna pot z najkrajsim casom od tocke A do B, Ana Smid, 2022

To se lahko zdi kot preprost problem minimizacije. S pomoc¢jo racunskih operacij lahko

dolo¢imo minimume in maksimume funkcije. f(x) odvajamo v 12x% — 2 in kjer ima 12x? -2

ni¢le funkcije, ima f(X) svoje minimume ali maksimume.
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Graf'1: primer funkcije f(x) (rdeca) in njenega odvoda f*(x) (modra)

Odvod je definiran kot smerni koeficient tangente v dani tocki. V ekstremu je tangenta
vodoravna in posledi¢no je odvod v ekstremu enak 0. To na grafu vidimo, ker sta x koordinati
ekstremov funkcije f(x)=4x® — 2x in ni¢el funkcije f(x)=12x? -2 enaki. Z uporabo te logike

(—0.408,0)

0:5

|

(0.408,0
.5

i

fet
2 .15 E] 05

[D

bomo najprej definirali formulo za ¢as potovanja med dvema to¢kama.
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3. Cas potovanja med dvema tockama

T je opredeljen kot skupni ¢as, potreben za potovanje kroglice:
T=[dt (1)

Trenutno hitrost definiramo kot odvod poti po ¢asu:

V_ds
dt

kjer ds predstavlja prepotovano pot in dt &as, v katerem je bila pot prepotovana. Ce to formulo
preuredimo:

T=[ 2

Spremembo poti lahko izrazimo s Pitagorovim izrekom, Kjer sta dx in dy spremembi v smereh
koordinatne osi: ds? = dx? + dy?, torej:

ds =/dx? + dy?
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Graf 2: primer krivulje (modra) z njeno tangento (zelena)
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Enacbo nato nekoliko preuredimo, da dobimo:

ds =./dx? (1+y'?)



ds = dx 1+ 572
ds = /1 + y'2 dx 3)

Kroglica mora upostevati tudi zakon 0 ohranitvi energije in ¢e primerjamo njeno potencialno

energijo U z njeno kineti¢no energijo KE, dobimo:

Wo=m-g-h

vZ=2gh
v=,/2gh

Kjer je W, potencialna energija kroglice, Wi kineti¢na energija kroglice, m masa kroglice, v
hitrost kroglice, h sprememba viSine oziroma vertikalna pot, ki jo kroglica opravi. G je

gravitacijski pospesek, g=9.81 m/s?

Ko definiramo h kot y, kar je razdalja nad osjo x:

v=/2gy @)

Ce v enacbo 2 vstavimo enacbi 4 in 3, dobimo:

_ 1ty
T—f@dx

1

T= %g f J*;y’z dx (5)

Ce pogledamo to enacbo, je ocitno, da diferenciacija in integracija tukaj ne veljata, saj moramo
minimizirati celotno druzino funkcij, ne le posamezno tocko. Zato se bomo posluzevali v tem

primeru posluzevali Euler- Lagrangeve diferencialne enacbe.



4. Euler- Lagrangeva diferencialna enacba

Ko govorimo o brahistokronski krivulji, moramo omeniti Eulerja. On je bil tisti, ki je posplosil
problem. Tesno je sodeloval z Lagrangeom in skupaj sta raziskovala enacbo, ki se danes
imenuje Euler- Lagrangeva diferencialna enacba. Slednja je danes opredeljena kot »veja
matematike, ki se ukvarja z uporabo metod ra¢unanja pri iskanju maksimumov in minimumov
funkcije, katere vrednosti so odvisne od druge funkcije ali krivulje« (Merriam Webster). Zato
bomo za reSevanje problema brahistokrone Krivulje uporabili temeljno enacbo, ki je nastala

zaradi Eulerjevega in Lagrangeovega sodelovanja; Euler-Lagrangeeova enacba.

Slednja pravi, da:

JoF
—I|=0
ayr

oF d[
dy dx

Kjer @ pomeni parcialni odvod.

Z uporabo prej omenjene enacbe za ¢as lahko vstavimo za F:

- _JITO?
Vy
Zato,
oF ' _d [JoF ’
S k(.Y 0 =5 5 Ixy),y @) (6)

Kjer je a = y’. Pri parcialnih odvodih ostale spremenljivke obravnavamo kot konstante.

Konstanta bo prepoznana kot c.

4.1 Leva stran Euler-Lagrangeove enacbe

Najprej poglejmo levo stran Euler-Lagrangeove enacbe:

OF_ @ (\/1+a2)
dy oy \ vy



NTT @ 2y05=

=VI+a? (—5y")

Torej:
E—_l.vl"'}”z (7)
6y_ 2 \/F

4.2 Desna stran Euler-Lagrangeove enacbe

Pri raCunanju desne strani enatbe moramo najprej poiskati parcialni odvod F glede na a, nato

pa upostevati Se, da a pomeni y'.

Torej:
E_i(\/1+a2)
da 0a N B
_1. 90 7 _
== 5% 1+a¢ =
1.1t .
Vo 2Vi+a? a
Zato,
e (8)
6a_,ly-(1+a2)

a smo definirali kot a = y’(x) in ¢e vzamemo odvod glede na x, dobimo naslednje:

grs (2 )
dx loal™ dx Jy@+H3)
Za poenostavitev zapisa upoStevamo p=y,q=y’,r =y’ . Zato:
dpr_d (L)
dx loal ~ dx Vp( +q?)

Najprej uporabimo formulo za odvod koli¢nika %

10



uix) =q, u'(x) =r
V()= yp(1 + q?)
V=5 (P VT+d)

Pri rac¢unanju odvoda v(x) pa pride v postev $e pravilo za odvod produkta

1

S0) =P, 510 =74

) =V1+q°, t6) = ——

1+q? .
Tako da v’(x) = s(x) * t’(x) + t(x) * s’(X)

V,(X):x/p_-qr L4 V1+a®
J1+4q2 20

_ ar T 2+ TP AT )

2yp(1+q?)

V(%) = 2pqr+q-(1+q%)
2yp(1+q?)

Kon¢ni odvod se glasi

d [H_F] _u' () v(x)-v'(x) - ulx)

dx laal ~ v2

2q r

. 2
r- p(1+q2)_ <q_2pqr+q (1+gq ))

_ 2 [p(1+q?)

p-(1+4q?)

_(2 7 p(+ ) Vp( +a%)-(a-(2par+a(1 + qz)))) 1

2{yr(1+q%)

. p(1+q?)

1 . 2p(1+q2)r—2pq2r—q2(1+ a®)

Vp(1+q?) 2p(1+q?)

1 2pr+2pq?r-2pq*r—q?(1+ q?%)

Vp(1+q?) 2p(1+ q?)
11



1 C2pr—q*(1+q?)

“Jp(+q?)  2-p(1+q?)

1 ( 2pr (q2(1+q2))

“Jp(1+q?) \2p(1+q?)  2p(1+4q?)

_ 1 ) ( r qz)
Vvp(1+q3) 1+ g2 2p

Zato:
i a_F _ 1 . o y_rz
dx [aa] T ya+rHd (1+ yr? Zy) ©)
4.3 ReSevanje Euler-Lagrangeove enacbe za Brahistokronovo krivuljo
Izena¢imo desno stran (9) in levo stran (7):
Sl L (22 (10)
B
y2 y(1+(y’2)) +y? 2y

Nato vstavimo za:p=y,q=y’,r=y’".

1 < r q2>_ 1 Y1+ ¢°
Jp@+q¢» \1ta* 2r

3
2 p2

W et a®) - e+ ¢)

(%)
2 o | 3
1+ q 2p 2p2
2 1
r q) 2 "
—— -5 a+
<1+q2 2p 27
r =0+ ¢)
1+ ¢ 2p 2p
r _ 1
14+ g2  2p
2pr=—1-q?



2:yy 1 +y?=0 (11)

Ce pomnozimo z y', dobimo:

2:yy iy YRy =0 (12)

Z odvajanjem y +y - y'2 dobimo
20yryy? YR +y' =0
To je enatba enaka enacbi (12). Ce tako integriramo obe strani enacbe (12) glede na x, dobimo:
j(z-y-y’-y”+y’3+ y')dx = JO dx

d

il . y'2 —
fdx [y+y - y“ldx=C

yty y?=¢C

Ta enacba je diferencialna enacba drugega reda. Slednjo vrsto enacbe je obicajno tezko resiti,

vendar je ta enacba izjema, saj lahko izrazimo y' kot

dy _ fC—y ax _ / y
dx y ' dy  AlC-y (13)
Na tej to¢ki moramo uvesti novo spremenljivko 0, tako da je

tanf = =
an _dy

13



Graf 3: Kot 8

Zdaj lahko resimo enacbo za to krivuljo s spremenljivko 6.

Zato,

(sinf)?> y
(cosB)? C-—y

C-(sin8)2 —y-(sinf)? = y - (cosH)?

y =C - (sinf)?

y = g(l — cos 26) (14)

14



Resevanje enacbe v smeri x gre takole

dx dy dx

de  do dy
d dx
d—ng-Zsinﬁcosﬁ, @: CL—y

dx c (sin 8)? 2C sin 8 cos 6
a8 1— (sing)z -~ SIMYCos

sin @
=C- -2sin@ cos 6
cos @

= C(1— (1 - 2(sinB)?))
dX—Cl 20
- ( cos 20)
dx =C(1— cos26)df
fdxz Cf(l—cosZG)dG
x=CJ1d6— CjcosZGdG

1
x=C(0 —Esinze)

x = (26 —sin20)

Enacbo iskane krivulje lahko zapiSemo v parametri¢ni obliki

C
X = 5(29 —sin 20)

C
y=E(1—c0529)

15

(15)



5. Cikloida

‘}’

Slika 3 : Cikloida, Dobrushkin V., 2022

Cikloida je krivulja, ki si jo najlazje predstavljamo, kot sliko, ki bi nastala, ¢e bi pero zataknili
na rob kroga, medtem ko se krog vrti vodoravno v pozitivno smer. Zato lahko sestavimo
parametri¢n0 enacbo za taksno krivuljo s preucevanjem kroga. Standardna enacba za kroznico

jex=rcos¥,y = rsind, kjer je r polmer in 0< 9 <2x.

Ce se krog vrti v smeri urinega kazalca s kotom a od dna kroga, je treba za opis polozaja tocke

preurediti naslednje enacbe:

X = —rsina, y=rcosa

<

rcos

rsina

T (- rsina, rcosa)

Slika 4: Prikaz kota a, ko se krog vrti v smeri urnega kazalca, Ana Smid, 2022

16



Ker se krog, ki oblikuje cikloido, premika v pozitivni smeri X, je treba to gibanje dodati v

parametri¢no funkcijo cikloide. Ce je t §tevilo radianov, ki jih je naredil krog:

t
Ax =2 - —
b nr o
X =-—-rsina +ra
x =r(a —sina) (16)

Predpostavimo, da je sredisc¢e kroga na (r,r) in ne na (0,0), zato da dno kroga lezi na x-0si. Torej,

y=r—rcosa

y =r1(1—cosa) a7

Enacba za brahistokrono in ta enac¢ba sta sizelo podobni. Domnevamo lahko, da sta obe krivulji

enaki.

5.1 Diferencialna enacba cikloide

Ce odvajamo enacbi glede na o, dobimo

dx i
a_a(r(a—sma)) =r-(1—cosa)

d d
% = @(r(l —cosa)) = (sina)

17



Zato je mogoce dolociti odvod cikloide:

dy dy da | 1
dx da dx ¢ r(1 —cosa)

— sina (18)

1-cosa

Ce kvadriramo obe strani, dobimo:

dy\* _ 1—(cosa)?
(a) "~ (1= cosa)?

(1=cosa)(1+cosa)
(1 — cos a)?

_ (1+cosa)

(1 —=cosa)

S pomocjo enacbe (17) dobimo:

@) - = e

y»”?+1) =2r (20)

18



6. RaCunanje Casa, ki ga masna tocka prepotuje za pot po cikloidi

Z vsemi obravnavanimi enac¢bami, lahko pois¢emo ¢as, prepotovan po cikloidi. Uporabimo

enacbo (5):

Iz enacbe (19) dobimo:

Ce to uporabimo v enacbi za as potovanja,

2
2r—y
(B

= 7
2g Jo y 2r—y Y
y
1 Jﬂxu 2r 1 p
—J2g Jo y 2r—y

_ 1y 2r
r= V2g Jo y(r-y) dy 1)

T =

Ce uporabimo enacbo (17),
y =1r(1—cosa)

Lahko cas zapiSemo kot

T_L.JY(XO 2r p
T 29 o T G-pE=r Y

Zdaj se osredoto¢imo na imenovalec ulomka in ugotovimo:

r—y)—r’=(—-r+r-cosa)?—r?

= (r-(1—1+cosa))2—r2

19



=1r2(cosa)? —r?
=1r2((cosa)? — 1)

= —r?(sina)?

Zato je integral poenostavljen kot:

—d
r-sina

1 J‘J’(xl) m
0

dy =rsinada

Zato,

‘rsinada

1 fa(y(xl)) Nor
0

r-sina

1 a(y(x1))
T = f \V2r do
0

=

T=\E-a (22)

Ker sta a in g parametra v parametri¢ni enacbi brahistokronske krivulje, lahko v kateri koli

enacbi in ob gravitacijskem pospesku izracunamo najkrajsi ¢as potovanja.

20



7. IzraCun poti na podlagi prej$njih ugotovitev

Razis¢imo brahistokronsko krivuljo med to¢kama (0,0) in (10,-10).
10 = r(a — sin )
10 =r(1 —cosa)

10 _
1—cosa_r

1—cosa=a—sina

1—oa=cosa—sina

S pomocjo uporabe racunala (Texas Instruments TI-84 Plus CE-T) dobimo resitev, a ~2,41201.

Izra¢unamo r,

10

= T cos2a1zo1 ~ 27492

Prezrcalimo krivulj ¢ez os x, da dobimo brahistokrono krivuljo:
x =5.73 (a — sina)

y = —=5.73(1 — cos a)

Iz tega izraCunamo cas,

_ 5.7292 5 412
981 ”

T =1.8433s

21



Za primerjavo zdaj izratunamo cas potovanja, ko je pot ravna Crta:

razdalja = /102 + (—10)2 = 200

<ok = asin® o Y2 . ggy = 281
pospesek = gsing = — 8l=—%
d= t+1 t?
=ut+-a
2400
Tinearna = T81:2.0193S

AT = Tiinearna — Tcikioiaa = 0.17598 s

Da bi bila razlika bolj o€itna, izratunamo relativno razliko:

AT
Relativna razlika =

linearna

Relativna razlika =~ 8.72%

Ce vnesemo razli¢ne tocke, ugotovimo, da relativna razlika ostane konstantna, ne glede na to,

katere koordinate izberemo za toc¢ke.

Soocamo se z eno omejitev, to je, da je zacetna tocka visja od konéne, saj s tem zagotovimo,
da je zakon o ohranjanju energije upostevan. Kineti¢na energija, ki je potrebna za premikanje
kroglice, izhaja iz razlike potencialne energije med izbranimi tockami, zato bo energije dovolj

le, e je y;—y, < 0.

22



8. Zakljucek

Med to raziskavo sem prebrala veliko znanstvenih ¢lankov, ki so pomembni za to temo. Zdeli
S0 se mi izredno zanimivi in sem se od njih, pa tudi iz same raziskave, naucila veliko novega.
Problem brahistokrone je najprej pritegnil mojo pozornost zaradi zgodovinskega ozadja,
Bernoulli je izzval Newtona, Newton pa je resil problem v eni no¢i. To je resni¢no edinstven
problem, kar se vidi iz Stevilnih na¢inov, s katerimi je problem mogoce resiti. Na primer s
pomocjo lomnega zakona ali v nasem primeru s pomoc¢jo Euler-Lagrangeve diferencialne
enacbe. Med obseznim raziskovanjem na to temo sem naletela tudi na nekatere druge podobne
probleme, kot je na primer tavtohrona krivulja ali celo samo cikloida. Obe odpirata nova
vpraSanja in podro¢ja raziskovanja ter moznost spoznavanja pomembnih matematikov iz

razli¢nih obdobij.

Zelo sem vesela, da sem za temo raziskovalne naloge izbrala problem brahistokrone krivulje,
saj je postavil nove izzive, s katerimi sem se morala soociti, in odkrila sem zame novo
podro¢je matematike, Euler-Lagrangevo diferencialno enacbo. Ogledala sem si nesteto
videoposnetkov in prebrala veliko ¢lankov, da bi bolje razumela temo, kar mi je na koncu tudi
uspelo. Spoznala sem tudi, da je ta tema mo¢no povezana s fiziko, predvsem z optiko in
ohranjanjem energije, kar daje bolj prakti¢en vpogled v ta problem in morda $e eno podrocje

morebitnega nadaljnjega raziskovanja.
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