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Povzetek

Predstavimo zelo staro igro, Kjer je potrebno samo navajati naravna $tevila, recimo do $tevila 100. Prvi
igralec izbere neko Stevilo med 1 in 10, drugi naslednje, vendar najveé za 10 ve¢je od prvega izbranega
Stevila. Igra se konc¢a in zmaga tisti, ki prvi izrece »$tevilo 100«. V raziskovalni nalogi razi§¢emo, Katera
Stevila so najbolj primerna za zacetek igre, torej iS¢emo zmagovalno strategijo in kako navajamo
naslednja Stevila v igri. V nadaljevanju izberemo poljubno kon¢no $tevilo in poljubno najvecje mozno
Stevilo za priStevanje ter si izmislimo nove variacije igre, kjer pravila igranja nekoliko spremenimo.

ZapiSemo strategijo tako oblikovane igre.




1. UVOD

O igri za dva sva izvedela pri izbirnem predmetu matematicne delavnice. Je strateSka igra, ki
jo je leta 1612 opisal Claude Gaspard Bachet de Méziriac v knjigi (slika 1) Zanimivi in zabavni
problemi (Problemes plaisans et delectables qui se font par les nombres).

Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638) je bil francoski matematik, pesnik in izbrani

¢lan Académie francaise.
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2. PREDSTAVITEV IGRE

Prvi igralec za¢ne igro z izbiro naravnega stevila med 1 in 10. Nato drugi igralec pove Stevilo
(naravno), ki je lahko najmanj za 1 in najve¢ za 10 vecje od Stevila, ki ga je povedal njegov
soigralec. Igro nadaljujeta po enakem postopku. Zmaga igralec, ki prvi pove Stevilo 100. Igro
smo najprej pri izbirnem predmetu igrali v dvojicah. 1z poskusov in napak smo ugotovili, kako
zaceti in nadaljevati, da v igri zmagamo. Predstavimo nase ugotovitve na primeru (Tabela 1).
Prvi igralec pove $tevilo 1, drugi Stevilo 5 (je najmanj 1 in najve¢ 10). Nato drugi igralec pove
Stevilo 12, saj je pristel 7 ( je najmanj 1 in najve¢ 10). V tabeli so zapisane Se naslednje izbire
Stevil. Zmaga igralec, ki kot svoje zadnje stevilo pove $tevilo 89. Nasprotnik namre¢ ne sme
navesti stevila, ki je od zadnjega navedenega stevila vecje za ve¢ kot 10. Kar pomeni, da karkoli
imamo moznost pristeti k Stevilu 89, je v vsakem primeru manj od 100. Seveda pa k vsakemu
navedenemu Stevilu lahko nato pristejemo manj kot 10 in zagotovljena nam je zmaga.

(Tabela 1: primer igre za dva)

Igralec-1 | Igralec-2
1 5
12 22
23 30
34 39
45 51
56 66
67 69
78 88
89 95
100 /

Po sistemati¢nem igranju in premisleku tako izra¢unamo tudi preostala, najvecja mozna
Stevila »zmagovalnega zaporedja«.
Zmaga igralec, ki prvi uspe navesti eno izmed naslednjih stevil, saj mu to omogoci, da s

poznavanjem pravila izrece Se ostala Stevila zaporedja, vse do kon¢nega Stevila 100:

1—=12 =23 =34 = 45— 56 — 67/ — 78 — 89 — 100




Zmaga je zagotovljena, Ce igralec-1 sledi danemu zaporedju, saj bo izrekel stevilo 89. Naslednje
Stevilo, ki ga ima moznost izre€i igralec 2 je najve¢ za 10 vecje od 89 (to je 99) in zato bo lahko
igralec-1 v vsakem primeru izrekel Stevilo 100. Z izbiro zgoraj zapisanih Stevil nasprotniku
onemogocimo, da je zadnje Stevilo, ki ga lahko pove, Stevilo 89. Ker mora navesti za najvec 10

vecje Stevilo, nikakor ne more prvi izreci »Stevilo 100«.

Ne glede na prvo navedeno Stevilo (Ce soigralec ne pozna pravila), poskusamo v navajanju

Stevil ¢imprej navesti eno izmed zapisanih Stevil, saj je posledi¢no zmaga je zagotovljena.

Iz zapisanega zaporedja ugotovimo, da lahko navedena Stevila izraCunamo tako, da odstevamo
Stevilo 11 (ker je najvecje mozno Stevilo pristevanja Stevilo 10) od postavljene zgornje meje
igre (Stevilo 100). Tako je 89=100-11,89-11=78,78-11=67,..12-11 = 1.

2.1 DRUGE IZBRANE MOZNOSTI

V nadaljevanju si poglejmo Se kaksen primer igre, ¢e spremenimo nekatere pogoje (zahteve)
igre. V naslednjem primeru je kon¢no Stevilo veéje od 100 in najvecje mozno $tevilo za

pristevanje ve¢je od 10.
V primeru, da za kon¢no Stevilo izberemo $tevilo 200 (n) in da je najvecje Stevilo za priStevanje

15 (x), mora igralec-1 slediti naslednjemu zaporedju (¢e Zeli zmagati):

8 —=24—40 -5 — 72— 88 — 104 — 120 — 136—
152 = 168 — 184 — 200

Vsa mejna Stevila izraCunamo z odstevanjem: 200 — 16 = 184, 184 — 16 = 168, 168 — 16 = 152
.24 -16=8.

Ce prvi igralec ree »itevilo 9« mi nadaljujemo s tevilom 24 (ki je za 15 vegje, kar je

dovoljeno).

V naslednjem primeru je kon¢no Stevilo manjse od 100 in Stevilo za pristevanje je manjse od
10. Za konc¢no Stevilo izberemo 50 (n) in najvecje Stevilo za priStevanje 5 (X), potem mora

igralec-1 slediti naslednjemu zaporedju:

2=8—=14—-20—26—32—=38—44—50.




3. PRAVILO

Zapisimo najkrajSe mozno zaporedje Stevil, ki mu sledimo, ¢e je nase kon¢no $tevilo n in nase
najvecje Stevilo za priStevanje X, in si prizadevamo zmagati. Od vsake naslednje razlike
odstejemo X + 1. Z odstevanjem za¢nemo pri konénem Stevilu (n) in odStevamo, dokler je

razlika pozitivno Stevilo.

Zac¢nemo z odstevanjem X + 1 od Stevila n.

n—(x+1)=as

Recimo da izratunamo §tevilo a1. Uporabimo enak postopek kot pri Stevilu n in od Stevila as

odstejemo Stevilo X + 1.
a—-(x+1)=a

Z odstevanjem nadaljujemo. Ko pridemo do najmanjSega moznega pozitivnega Stevila, Smo

dobili zaporedje stevil, ki jih moramo navajati, da zmagamo v igri za dva.
n-(x+1)=a

a-(x+1)=a

a-(x+1l)=aa>0

aa—-(x+1)<0

Formula, s katero lahko ugotovimo katerokoli Stevilo v zaporedju:
n-zx+1)=a,

Z = mesto Stevila v zaporedju od n proti i

V tem primeru, bo zaporedje kateremu sledimo naslednje:

Az = ad=—ad; — nNnN.

3.1 PRVO STEVILO V ZAPOREDJU

Kako izrac¢unamo prvo Stevilo zaporedja? V zacetni igri je to Stevilo 1, v primeru koncnega

Stevila 200 in priStevanja 15 je prvo Stevilo 8. To prvo Stevilo seveda izraunamo z zaporednim
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odstevanjem za 1 vec¢jega Stevila, kot ga smemo v igri pristeti (torej, ¢e pristevamo 10, je to
stevilo 11). Hitro ugotovimo, da zeleno Stevilo izracunamo z deljenjem. Tako je 100:11=9in

ostanek je 1. Torej zaporedje zatnemo s Stevilom 1.

V primeru igre do 200 in priStevanjem $tevila 15, izraCunamo koli¢nik 200 : 16 = 12 in ostanek

je 8, kar je prvo Stevilo zaporedja.

Za poljubno Stevilo n in pristevanje Stevila X izracunamo koli¢nik tako n : (x+1). Ostanek r tega

deljenja je prvo Stevilo zaporedja in r < x. Naslednje stevilo je r + (x + 1), nato r + 2-(x + 1) ...

4. VARIANTE IGRE

4.1 NEGATIVNA STEVILA
Ce v igro vklju¢imo negativna §tevila, moramo poleg kon¢nega Stevila (n) in najveéjega
moznega Stevila za pristevanje (X), dolo€iti najmanj$e mozno $tevilo (i). Odstevamo, dokler je

nase najmanjse Stevilo vecje od Stevila .

Primer:
n=>50
i=-50
x=10

Uporabimo Ze znano pravilo in od$tevamo, dokler je nasa razlika vecja od Stevila i. Zaporedje

Stevil je:

— 49— 38 = 27 = —16 = -5 = 6 — 17 — 28 —

—39 — 50.




4.1.1 PRVO STEVILO V ZAPOREDJU NEGATIVNIH STEVIL

V primeru, da zacnemo z negativnim Stevilom, uporabimo zgornje pravilo na podoben nacin, z
izjemo, da seStejmo absolutni vrednosti nasega zacCetnega Stevila in nasega koncnega Stevila ter
dobljeno vsoto delimo z vsoto nasega najvecjega Stevila za pristevanje in Stevila 1. Ostanek

nato pristejemo nasemu zacetnemu Stevilu in dobljeni rezultat je prvo Stevilo v zaporedju.

primer:
n=>50
i =-50
x=10

((nl+i)): (x+1)) =kinr je ost.

V naSem primeru bo K prikazoval rezultat, ki je naravno $tevilo in r ostanek.
((I50] + |—50]): 11) = 99, ostanek 1

Velja:

I +r=prvo Stevilo v zaporedju, tako je —50 + 1 = — 49,

4.2 ODSTEVANJE

Recimo da zmaga igralec, ki prvi reée Stevilo 1, Ki je v tem primeru konéno Stevilo(n). Dolo¢imo
najvecje mozno Stevilo za odstevanje (X) in nase zacetno Stevilo (j). Recimodajex=101in j=
150. Pravilo, ki ga upostevamo, je podobno kot pravilu za iskanje zaporedja, kjer pristevamo.
Zaporedje najdemo tako, da vsaki naslednji vsoti pristejemo X + 1, zanemo z n + (X + 1).

Zaporedje stevil, ki jih lahko navedemo da zmagamo, je:

144— 133 — 122 =+ 111 — 100 — 89 — 78 — 67/ —

— 56 = 45— 34— 23— 12 = 1.




4.2.1 PRVO STEVILO V ZAPOREDJU ZA ODSTEVANJE

Prvo stevilo v primeru odStevanja je sledece; ostanku koli¢nika zacetnega Stevila in vsote
najvecjega Stevila za priStevanje ter Stevila 1, odStejemo Stevilo 1 in dobljeni rezultat odstejemo

od zacCetnega Stevila.

Primer:

j:(x+1)=Kkinostanek r

V naSem primeru bo K prikazoval rezultat, ki je naravno $tevilo in r bo prikazoval ostanek.
150 : 11 = 13, ostanek 7

j — (r — 1) = zacetno Stevilo, torej 150 — (7 — 1) = 144.

4.3 DECIMALNA STEVILA

Ce v igro vklju¢imo decimalna $tevila, moramo dolo¢iti na koliko decimalk jih bomo omejili.

V primeru, da bi jih omejili na eno decimalko, bi pravilo za pristevanje izgledalo tako:
n—(x+0.1)

To lahko zapiSemo tudi sledece:

n—(x+10"1)

Torej od nasega najvecjega Stevila (n) smo odsteli sestevek nasSega najvecjega Stevila (X) in nase
omejitve decimalnih mest. V tem primeru je to bila 1071, saj smo jo omejili na eno decimalno
mesto. Ce bi jo omejili na 3 decimalna mesta, bi morali pristeti 10~2 itd.. Ugotovljeno pravilo

je naslednje:
n—(x+10™™)
Spremenljivka m predstavlja naSo poljubno omejitev decimalnih mest.

Za decimalna Stevila lahko uporabimo ze ugotovljena pravila pri iskanju zacetnega Stevila,
varianti igre z odStevanjem, varianti igre z negativnimi $tevili itd., z izjemo da v teh pravilih

Stevilo 1 nadomestimo z 10~™. Torej pravila bodo sledeca:

e
7




Pravilo za iskanje prvega Stevila v zaporedju za pristevanje je;
n:(x+10"™) = kinrjeost.

Ostanek r je zacetno Stevilo zaporedja.

Pravilo za iskanje prvega Stevila v zaporedju negativnih $tevil;
((In] +1iD: (x +10™™)) = kinrje ost.

Kot ze znano, je nase prvo §tevilo v zaporedju i + T.

Pravilo za odStevanje z decimalnimi Stevili;

n+ (x+10™™M)

Pravilo za iskanje prvega Stevila v zaporedju za odStevanje;
j: (x + 100™) = k in ostanek r

Nase prvo §tevilo v zaporedju je j — (r — 10™™).

Navedimo primer z decimalnimi $tevili, kjer priStevamo in je nase najvecje mozno Stevilo n
100, nase najvecje Stevilo za priStevanje X 10 ter nasa omejitev decimalnih mest m 1. To
pomeni, da je nase najmanj$e mozno $tevilo za pristevanje 0,1 , ker je 10™™ torej 101 oz.
0,1. Posledi¢no je nase zacetno Stevilo 9,1, ker je 100 : (10 + 0,1) = 9 in ostanek je 9,1. Torej

ostanek je naSe zacetno Stevilo. Najdemo naslednje zmagovalno zaporedje:

9,1— 19,2 = 293 = 394 — 49,5 = 59,6 = 69,7 — 79,8 —

—389,9 — 100.




4.4 MNOZENJE

Ce v igri operacijo zamenjamo z mnozenjem, se pravila spremenijo, saj Stevila, ki niso

veckratniki faktorjev, s katerimi mnozimo, v igri ne morejo nastopiti.

Igro z mnoZenjem si zamislimo na slede¢ nacin. Igralec-1 za¢ne igro z zaCetnim Stevilom, ki
je poljubno naravno stevilo vecje ali enako 2 in manjse ali enako 5 (i). Igralec-2 lahko nato
pomnozi $tevilo svojega nasprotnika s poljubnim naravnim $tevilom, ki je vecje ali enako 2 in
manjSe ali enako 5 in ga bomo oznacili z y. V tem primeru je najmanjSe mozno $tevilo za
mnozenje torej 2 (Ymin), najvecje mozno Stevilo za mnozenje pa 5 (Ymax). Igralca z mnozenjem
na takSen nacin nadaljujeta, dokler eden od njiju ne izrece Stevilo, ki je vecje ali enako 1000

(n) in s tem zmaga. Torej velja:
2<i<h,
2<y<5,
n=>1000.

Stevilo 1 1z igre izklju¢imo, da onemogo¢imo moznost mnoZenja s Stevilom 1, ker bi bil v tem

primeru zmnoZek enak prvemu faktorju.

Najprej si poglejmo izbran primer tak$ne igre. Igralec-1 bi na primer zacel s $tevilom 3. Nato
bi igralec-2 pomnozil 3 s 4 (saj je 4 vecje od 2 in manjSe od 5) ter dobil zmnozek 12. Igralec-1
bi igro nadaljeval z mnozenjem Stevila 12 z 2 (ki ga ima moznost uporabiti, ker je enako 2) in
s tem dobil Stevilo 24. Igralca mnoZenje na tak nacin nadaljujeta dokler eden od njiju ne
izreCe Stevila vecjega ali enakega 200 in manjSega od 1000. Njegov nasprotnik ima v tem
primeru moznost zmagati, saj dobi z mnozenjem kateregakoli Stevila ve¢jega ali enakega 200
in manjSega od 1000 z ustreznim Stevilom vecjim ali enakim 2 in manjSim ali enakim 5,
zmnozek, ki je vecji ali enak 1000 in s tem zmaga, kar pomeni konec igre. V Tabeli 2 je

prikazan potek te igre. V prikazanem primeru zmaga igralec-2, ker je 1080 > 1000.

Igralec-1 Igralec-2

3 3x4=12

12x2=24 | 24x5=120

120x3=360 | 360x3=1080 (Tabela 2: primer igre za dva z mnoZenjem)




4.4.1. PRAVILO PRI MNOZENJU

Zmagal bo igralec, katerega predhodnik bo izrekel stevilo, ki je vecje ali enako 200 in manjSe
od 1000, saj bo tako lahko z izbiro ustreznega faktorja (y), izrekel stevilo 1000 ali stevilo
vedje od 1000. Ce zaporedje smiselno nadaljujemo do manjgih tevil, ki jih izredeta igralca
predhodno, ugotovimo, da bo igralec imel moznost zmagati, ¢e bo izrekel Stevilo, ki je vecje
ali enako 100 in manj$e od 200, saj bo v tem primeru nasprotni igralec lahko izrekel zgolj
Stevilo, ki je vecje ali enako 200 in manjse od 1000. To zaporedje nadaljujemo do Se manjSih
Stevil in ugotovimo, da bo igralec, ki bo izrekel Stevilo vecje ali enako 20 in manjSe od 100
izgubil, ¢e bo njegov nasprotnik poznal pravilo zaporedja. V tem primeru bo igralec, ki pozna
pravilo zaporedja, namre¢ lahko izrekel Stevilo, ki je vecje ali enako 100 in manjse od 200.
Igralec, ki pozna pravilo zaporedja, bo torej zmagal, e uspe navesti Stevilo, ki je vecje ali
enako 10 in manjse od 20, saj bo v tem primeru njegov nasprotnik primoran izreci Stevilo, ki
je vecje ali enako 20 in manjSe od 100. Ne glede na izbrano zacetno Stevilo, ki je med 2 in 5,
si lahko igralec ze v drugi potezi zagotovi zmago, e izrece Stevilo vecje ali enako 10 in

manjSe od 20.

Pri igri obstaja ve¢ poti do zmage, primer najkrajse in zanesljive zmage igralca-2 je prikazan z
naslednjim zaporedjem potez obeh igralcev. Igralec-1 bo izrekel zacetno Stevilo i, ki je vecje
ali enako 2 in manjse ali enako 5, nato pa bosta igralca izrekla zaporedje $tevil, ki ga bosta

dobila tako, da bosta predhodno oziroma zacetno Stevilo pomnoZila z y, ki je naravno Stevilo

vecje ali enako 2 in manjSe ali enako 5:

2<i<5=10<a1<20=20<b1 <100 = 100 <a2 <200 = 200 < b, <1000 = » >1000
(Stevila navedena med igro, so oznacena s spremenljivko b za igralca-1 in s spremenljivko a

za igralca-2; zacetno in konéno $tevilo sta oznaceni z i in n).

Iz navedenega lahko za specifi¢en primer, kjer velja2 <i<5,2 <y <5inn>1000,

razberemo »zmagovalno zaporedje«:
10<a; <20 = 100<a, <200 = n>1000

Ugotovimo, da je pri potezah igralca-a, ki uposteva »zmagovalno zaporedje«, razmerje

zgornje in spodnje meje ob upostevanju navedenih neenakosti pri izbiri Stevila zaporedja
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omejeno s faktorjem ymin,, zato ker Zelimo onemogociti, da bi igralec b lahko izbral faktory, s

katerim bi lahko vstopil v zmagovalno zaporedie.

Pri igralcu-Db, ki pa igra po zaporedju nasprotnem zmagovalnemu je razmerje pri izbiri Stevila
zaporedja vecje, saj je omejeno s faktorjem Ymax. S tem mu vstop v »zmagovalno zaporedje«
onemogocimo, saj lahko mnozi najvec z Ymax, pri Cemer Se vedno ostane v obmocju svojega

zaporedja, ki ga vodi v izgubo.

Splosne formule, s katerimi izracunamo Stevila najkrajSega moznega zaporedja potez obeh
igralcev, v primeru, da zmaga igralec-a in, Kjer s spremenljivko C ozna¢imo mejno Stevilo, Ki
ga je potrebno doseci ali prekoraciti za zmago (v prejSnjem specificnem primeru je to bilo

Stevilo 1000), zapiSemo:

n>C
<dak1<C

Ymax

Cc ~ c
— < k2 <
YmaxXYmin Ymax

Cc ~ c
YmaxXYmin YmaxXYmin

C ~ c

< Ak-4 <

2 2 2
YmaxXYmin YmaxXYmin

kjer indeks k oznaci Stevilo potez, ki so bile potrebne za dosego zmage, d pa oznacuje

zaporedje stevil navedenih med igro za igralca-1 in za igralca-2, saj z ozirom na poljubno

izbiro Stevila C ni mozno v naprej doloditi ali bo zmagal igralec-1 ali igralec-2.

Za splosen primer, Kjer velja Ymin <1 < Ymax, Ymin <y < Ymax IN N> C, razberemo »zmagovalno

zaporedje«:
Cc ~ C
zj2 . z/2 < akz < ZJ2 . z/2-1
Ymax*Ymin Ymax*Ymin

kjer z indeksom oznacimo mesto Stevila v zaporedju od n proti i.

Ko dosezemo kon¢no $tevilo je z=0, zato imajo vsa predhodna Stevila, ki jih pove igralec , ki

pozna pravilo zaporedja in ki bo zmagal, sode indekse z.
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6. ZAKLJUCEK

Nase najpomembnejse ugotovitve so sledece:

- formula, kjer za¢nemo s poljubnim $tevilom (i) in lahko priStevamo najvecje Stevilo (x) ter
je kon¢no Stevilo (n), se glasi n —(x+1) = ai1. Zaporedje odStevanja nadaljujemo dokler je
rezultat ve&ji od $tevila i. Ce Zelimo izradunati $tevilo, ki je na poljubnem mestu v zaporedju
si pomagamo s formulo n—z (x + 1) = a,, kjer z predstavlja mesto $tevila v zaporedju od

zadaj naprej (torej od n do i).

- Formula, kjer zelimo izvedeti nase zacetno Stevilo pri varianti s pozitivnimi Stevili kjer
priStevamo najvecje Stevilo za priStevanje X in priStevamo dokler je vsota manjSa ali enaka

nasemu kon¢nemu Stevilu n je sledeca: n : (x+1) =k in r je ostanek; r = prvo Stevilo v zaporedju.

- Formula, kjer Zelimo izracunati naSe zacetno Stevilo pri varianti z negativnimi Stevili S

pristevanjem, je sledeca: ((|n| + |i]) : (x + 1)) =k in r je ostanek; i + r = prvo $tevilo v zaporedju.

- V formuli, Kjer v igro vklju¢imo decimalna $tevila, zamenjamo $tevilo 1 s Stevilom 10™™.

Spremenljivka m predstavlja Stevilo dolo¢enih decimalnih mest.

- Pri igri z mnoZenjem ugotovimo, da se pravila precej razlikujejo od iger, kjer je bilo

uporabljeno seStevanje in odStevanje. Formulo, s katero ugotovimo zmagovalno zaporedje,

o Cc < (o
Zap1Semo — 77— 77 = Ak < /2 z/2-1"

max” Y min max” -’ min
kjer z indeksom z ozna¢imo mesto Stevila v zaporedju od n proti i.

Ko dosezemo kon¢no $tevilo je z=0, zato imajo vsa predhodna Stevila, ki jih pove igralec , ki

pozna pravilo zaporedja in ki bo zmagal, sode indekse z.
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7. DRUZBENA ODGOVORNOST

Z raziskovalno nalogo sva spoznala zanimivo podroc¢je povezave med igrami in matematiko.
Najveckrat se sploh ne zavedamo, da z igranjem iger uporabljamo tudi matemati¢na znanja,
oziroma, nam lahko matemati¢na znanja predstavljajo pomo¢ pri igranju iger. Z raziskovalno
nalogo tako prispevava k popularizaciji matematike in spoznavanju njene vrednosti v
vsakdanjih situacijah. Pri pisanju raziskovalne naloge sva brskala po virih, ki sva jih tudi

navedla in s tem spoStovala avtorske pravice.

8. VIRI

https://en.wikipedia.org/wiki/Claude_Gaspar_Bachet de M%C3%A9ziriac (28.11.2021)
https://second.wiki/wiki/bachete28099sches_spiel (28.11.2021)

http://www.presek.si/24/1295-Vencelj-pristevanka.pdf (28.11.2021)

https://www.leslibraires.fr/livre/15414634-problemes-plaisants-et-delectables-qui-se-font--

bachet-claude-gaspar-librairie-scientifique-et-technique-albert-blan (28.11.2021)
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