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POVZETEK

Idejo za raziskovalno nalogo smo dobili pri igraci, tako imenovani prstni vrtavki ali bolje znani
pod imenom »fidget spinner«. Obris igrace nam da lik, ki ga omejujejo deli kroZnic — krozni
loki. Sprva smo preucevali vrtavko s tremi »kraki«, nato pa se vprasali, kaj pa ¢e bi imela Stiri
krake (5, 6 oziroma n krakov). Ugotavljali smo, kakSen je obseg takSnega lika in kako se obseg

spreminja, e se spreminja Stevilo krakov.

Kljuéne besede: obseg, srediscni kot, prstna vrtavka, kroZni lok, krak

ABSTRACT

We got the idea for this research paper from a toy named a fidget spinner. The outline of the
toy gives us a figure bounded by parts of circles — circular arcs. First we looked at the three
edged fidget spinner and then asked ourselves what would happen if it was four edged (5, 6
and n edged). We were trying to find out the circumference of the figure and how it changes

if we change the number of edges it has.

Keywords: circumference, central angle, fidget spinner, arc, edge
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1 UVOD

1.1 Namen in cilj naloge

Namen in cilj pricujoCe raziskovalne naloge je raziskati obseg prstne vrtavke. Idejo smo dobili
priigraci, tako imenovani prstni vrtavki, bolje znani pod imenom »fidget spinner«. Obris igrace

je lik, ki ga omejujejo deli kroznic — krozni loki.

Nas namen je bil ugotoviti, kakSen je obseg takega lika, glede na Stevilo krakov, ki jih ima

igraca. Sprasevali smo se, ali se obseg spreminja glede na stevilo krakov in e se, kako.

Zeleli smo odkriti splo$no formulo, s katero lahko izratunamo obseg lika, ne glede na $tevilo
krakov prstne vrtavke. Raziskovanje smo zaceli s trikrako prstno vrtavko, nadaljevali pa s

Stirikrako, petkrako, Sestkrako ...

1.2 Hipoteze

Na podlagi raziskovalnih vprasanj smo pred zacetkom raziskovanja postavili naslednje

hipoteze.

Hipoteza 1: Sredis¢ne razdalje med kroZnicami, ki nosijo istovrstne! loke, ki omejujejo
vrtavke, bodo konstantne; ne glede na Stevilo krakov posamezne vrtavke.

Hipoteza 2: Dolzina »izbocenega« kroZznega loka je odvisna od Stevila krakov vrtavke. Z
veCanjem Stevila krakov se dolZina tega loka krajsa.

Hipoteza 3: Dolzina »vbolenega« kroZnega loka je odvisna od Stevila krakov vrtavke. Z
vecanjem Stevila krakov se dolzina tega loka krajsa.

Hipoteza 4: Obseg prstne vrtavke je konstanten, ne glede na Stevilo krakov, ki jih ima vrtavka.

lstovrstna loka sta, npr. dva izbogena loka prav tako sta istovrstna vbocena loka.
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2 METODOLOGIA DELA

Pri raziskovanju smo uporabili ve¢ metod dela. Predvsem smo se opirali na metodi opazovanja
in zbiranja podatkov. Uporabili smo Stevilne slikovne prikaze; s pomocjo opazovanja le-teh
smo ugotavljali tudi vzorce sprememb. Dobljene rezultate smo sistematic¢no in dosledno zbirali
in urejali. Slikovne prikaze smo risali ro¢no, z geometrijskim orodjem kot tudi s pomocjo
programa za dinami¢no geometrijo — geogebra. Uporabili smo tudi metode nacrtovanja,

racunanja in sklepanja.
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3 VECKOTNIKI IN KROG

3.1 Veckotniki

.....

poljubno Stevilo daljic in je lahko sklenjena ali nesklenjena. Glede na to, ali daljice v lomljenki

sekajo ena drugo, lo¢imo:

e enostavne lomljenke — daljice ne sekajo ena druge,

¢ neenostavne lomljenke — vsaj ena daljica preseka drugo daljico.

D

E/\
A *F
C
B
Slika 1:  Neenostavna nesklenjena lomljenka (vir: avtor)
D E
A
¢ F
B
Slika 2:  Enostavna nesklenjena lomljenka (vir: avtor)
F
A D

Slika 3:  Neenostavna sklenjena lomljenka (vir: avtor)
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Enostavna sklenjena lomljenka omejuje del ravnine, to je veckotnik. Enostavna sklenjena
lomljenka je ¢rta sestavljena iz daljic, od katerih se zaporedni daljici stikata v skupnem krajiscu,

zadnja daljica pa se stika s prvo.

B

Slika 4:  Enostavna sklenjena lomljenka omejuje ravninski lik, veckotnik (vir: avtor)

Daljica, ki povezuje sosednji oglis¢i veckotnika, je stranica. Daljica, ki povezuje nesosednji

oglis¢i, se imenuje diagonala.

Vsak veckotnik ima natanko toliko notranjih kotov, kot ima oglis¢. Sokot notranjega kota
veckotnika je zunanji kot veckotnika. Notranji kot veckotnika ima vrh v oglis¢u veckotnika,
kraka pa leZita na stranicah veckotnika. Notranji koti vsebujejo notranjost veckotnika. Ce je
vsak notranji kot ve¢kotnika manjsi od iztegnjenega, je veckotnik izbocen ali konveksen. Ce v
veckotniku obstaja vsaj en notranji kot, ki je vecji od 180°, je veckotnik vdrt (tudi udrt ali
vboceni) ali konkaven. Zunanji kot veckotnika je sokot notranjega kota, torej skupaj merita

180°. Posledi¢no zunanji kot obstaja le, ¢e je notranji kot manjsi od 180°.
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diagonala

notranji kot

zunanji kot
stranica

B
Slika 5:  Vdrti veckotnik, notranji in zunanji kot veckotnika (vir: avtor)

Veckotnike poimenujemo po Stevilu oglis¢ (stranic, notranjih kotov). Tako je veckotnik, ki ga
omejujejo tri stranice (ima tri oglisc¢a), trikotnik. Veckotnik, ki ga omejujejo Stiri stranice (ima
Stiri oglis¢a), je Stirikotnik, petkotnik omejuje pet stranic (ima pet oglis¢) ... Tako je n-kotnik

veckotnik, ki ga omejuje natanko n stranic (n € N, n > 3) in ima torej tudi n oglis¢.

Stevilo diagonal veckotnika je odvisno od $tevila oglis¢, ki veckotnik omejujejo. Stevilo

diagonal n-kotnika (d,,) je:

_n-(n—-3)

dn >

Zanimivo za nas je tudi dejstvo, da lahko poljubnemu vdrtemu veckotniku izracunamo vsoto

notranjih kotov in prav tako vsoto zunanjih kotov.
Vsota notranjih kotov vdrtega n-kotnika je enaka:
(n—12)-180°

Vsota zunanjih kotov vdrtega n-kotnika je vedno enaka 360°.
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3.1.1 Pravilni veckotniki

Veckotnik (n-kotnik) je pravilen, ¢e ima skladne vse stranice in vse notranje kote. Pravilni n-

kotnik je vedno konveksen.

Slika 6:  Pravilni veckotniki (vir: avtor)

3.2 Krogin deli kroga

Krog je geometrijski lik omejen s kroznico. KroZnica je sklenjena kriva €rta, za katero velja, da

so vse tocke na njej enako oddaljene od sredisc¢a kroga.

Polmer (r) je daljica, ki ima eno krajisce v sredis¢u kroga, drugo na kroZnici. Oznacuje razdaljo

med sredis¢em kroga in tockami na kroznici.

Premer (d) je daljica, ki ima obe krajis¢i na kroznici in gre skozi sredisce, torej krog razpolovi.

Za premer velja, da je njegova dolZina dvakratnik polmera d = 2r.

k — kroznica

krog (K)

premer — d

r — polmer

Slika 7:  Krog in kroZnica z oznacenim srediscem, polmerom in premerom (vir: avtor)
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Srediscni kot () je kot, ki ima vrh v srediS¢u kroga. Del kroznice, ki pripada srediS¢nemu kotu

a, je krozni lok (1). KroZni lok je torej del kroZnice, omejen z dvema tockama (tocki sta

vvvvv

kroZni izsek (i). KroZni izsek omejujejo krozni lok in kraka sredis¢nega kota (polmera).

kroZni lok

sredis&ni kot

Slika 8:  Krog in deli kroga (vir: avtor)

3.2.1 Sredisc¢na razdalja

Razdaljo med sredis¢ema dveh kroznic (krogov) imenujemo sredis¢na razdalja. Glede na

sredi$¢no razdaljo je medsebojna lega dveh krozZnic lahko razli¢na.

Kadar je sredis¢na razdalja enaka vsoti polmerov obeh kroznic
d(S1,S2) =1+ 13,

se kroZnici dotikata od zunaj, imata natanko eno skupno tocko.

Kadar je sredis¢na razdalja enaka razliki polmerov obeh kroznic
d(Sy,S) =r,— 1,

se krozZnici dotikata od znotraj, imata prav tako natanko eno skupno tocko.

12
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s, s,
d(SI, Sz) =T9—T

d(S51,82) =r1+ 72

Slika 9:  KrozZnici imata natanko eno skupno tocko, se dotikata od zunaj ali od znotraj (vir:
avtor)
Kadar je sredis¢na razdalja manjsa od razlike polmerov obeh kroznic
d(S1,8;) <1y —m,
ali pa vecja od vsote polmerov obeh kroznic
d(5,8,) >1r +1y,

kroZnici nimata skupnih tock. LeZita ena ob drugi ali ena v drugi.

d(81,82) <r2—m

d(Sy,82) > 11+ 72

Slika 10: KroZnici nimata skupnih tock (vir: avtor)

13



Obseg prstne vrtavke

Kadar je sredis¢na razdalja manjsa od vsote polmerov obeh kroznic in hkrati vecja od razlike

polmerov obeh kroZnic
1, =1 <d(S1,S;) <1+ 71y,

imata kroZnici dve skupni tocki, se sekata.

re — 1 < d(S1,5:) <71+ 71

Slika 11: Kroznici se sekata, imata natanko 2 skupni tocki (vir: avtor)

3.2.2 Obsegi in ploscine kroga in njegovih delov

Obseg kroga (0) je dolzina krozZnice, ki ga omejuje. Odvisen je od polmera kroga oziroma

kroZnice.
0 = 2nr
Plosc¢ina kroga (p) je velikost ploskve, ki jo krog pokrije in je prav tako odvisna od polmera.
2

p =nmr

DolZina kroZnega loka (l) je odvisna od polmera kroga in sredis¢nega kota, ki mu lok pripada.

Izracunamo jo:

- 2nr-a_nr-a
~360°  180°

14



Obseg prstne vrtavke

Ploscina kroZnega izseka (p;) je prav tako odvisna od polmera kroga in od sredis¢nega kota, ki

mu izsek pripada in jo izraCunamo

3.3 Podobni in skladni liki

Pravimo, da sta lika podobna, ¢e imata skladne istolezne kote, vsak par istoleznih stranic pa je

v enakem razmeriju.

Slika 12: Podobna trikotnika (vir: avtor)

Razmerje istoleZznih stranic podobnega in originalnega lika imenujemo podobnostni koeficient

(k).

k=d :a=2
=a :a=—

Razmerje obsegov podobnih likov je enako 0': 0 in je enako podobnostnemu koeficientu (k).
o:0=k

Za ploscine pa velja, da je razmerje plos¢in podobnega in originalnega lika enako kvadratu

podobnostnega koeficienta.

p'ip =k
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Lika sta skladna, ko imata skladne istolezne kote, njune istolezne stranice pa so prav tako

skladne. Taka lika se pri prekrivanju natanko ujameta.

D D'

A B A' BI

Slika 13: Skladna petkotnika (vir: avtor)

3.4 Obseg in ploscina sestavljenega lika

Pogosto imamo opraviti z liki, ki so sestavljeni iz ve€ osnovnih geometrijskih likov ali njihovih
delov. Re¢emo jim lahko kar sestavljeni liki. Sestavljen lik je torej geometrijski lik, ki je

sestavljen iz delov ali vec drugih, enostavnejsih likov, kot so Stirikotniki, trikotniki, krog ...

Pri izraCunavanju obsega in plos¢ine sestavljenega lika si pomagamo z razdelitvijo lika na
enostavnejSe, nam Ze znane like. Obseg sestavljenega lika izraCunamo tako, da enostavno

seStejemo dolZzine posameznih ¢rt (daljic, kroznic, kroznih lokov ...), ki ga omejujejo.

Na sliki spodaj je srce, ki ga sestavljajo kvadrat in dva polkroga.

Slika 14: Srce — primer sestavljenega lika (vir: avtor)
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Obseg srca je enak vsoti dolzin ¢rt, ki ga omejujejo. To pa sta dve stranici kvadrata in dve

. . v v a
polovici dolZine kroZznice s polmerom >

Oo
Osrcq = 20 + 2?

2T
Osrcq = 20 + ZT

N

Osrea = 2a+ma=a-(2+m)

Plos¢ino srca sestavljajo kvadrat in dve polovici kroga (torej en celi krog) s polmerom

N

Plos¢ino bomo torej izracunali po spodaj zapisanem obrazcu.

Po
Psrca = Po + 27
a 2
7T —
2
Psrca = a*+2 (2)

Psrca = a’+m (%)2

Tudi oblika prstne vrtavke je sestavljen lik. Tako smo enako strategijo izraCunavanja obsegov,

kot smo ga prikazali na primeru srca, imeli tudi pri naSem raziskovanju obsega prstnih vrtavk,

na katere smo se osredotocili v nalogi.
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4 PRSTNE VRTAVKE IN NJIHOV OBSEG

Prstne vrtavke so igrace, pogosteje poznane pod angleskim imenom »fidget spinner«. Nas je
pritegnila predvsem njena oblika. Obi¢ajno imajo te igrace tri krake, kakor smo poimenovali

izbocene dele lika.

Slika 15: Igraca Fidget spinner — prstna vrtavka (vir: https.//www.vkf-renzel.com/fidget-

spinner-in-bright-colours-13953.html)

Sprva smo tako raziskali trikrako prstno vrtavko, kasneje pa smo se lotili raziskovanja
Stirikrakih, petkrakih, Sestkrakih in veckrakih (n-krakih) prstnih vrtavk. Raziskovali smo,
kolikSen je obseg posamezne prstne vrtavke, in ali se obseg spreminja in kako glede na Stevilo

krakov vrtavke.

Slika 16:  Dvo-, tri- in petkraka prstna vrtavka

(vir: https://www.ubuy.vn/en/product/1AH3ZQ10G-figrol-fidget-spinner-3-pack-

simple-dimple-fidget-toys-push-pop-bubble-fidget-spinner-stress-relief-and-anxi-

anxiety-fidget-toy-for-kids)
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4.1 Kako nacrtamo n-krako prstno vrtavko

ZacCetni izziv raziskovanja je bil nacrtati prstno vrtavko. S pozornim opazovanjem fotografij

prstnih vrtavk smo preizkusali razlicne ideje, kako jo nacrtati. Kon¢no smo prisli do ustrezne

slike.

Slika 17: Trikraka prstna vrtavka (vir: avtor)

Vsako n-krako prstno vrtavko omejuje enako stevilo »izbocenih« in »vbocéenih« kroznih lokov,
in sicer vsakih po n. Z nacrtovanjem razli¢nih prstnih vrtavk in pozornim opazovanjem smo
ugotovili, da se dolZine »izbocenih« kroznih lokov (I;) kraj$ajo, hkrati pa se krajsajo tudi dolZine

»vbocenih« kroZnih lokov (l,,).

izboceni lok — 1

vhoceni lok — 1,

Slika 18: Izboceni in vboceni kroZni loki omejujejo prstne vrtavke (vir: avtor)
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Obseg prstne vrtavke

Kako torej na¢rtamo prstno vrtavko?

KroZnici s sredis¢em S in polmerom r vriSemo ustrezno velike sredis¢ne kote. Sredis¢ni kot
dolo¢imo glede na Stevilo krakov prstne vrtavke. Sovpada z velikostjo zunanjega kota
pravilnega veckotnika? (n-kotnika), ki ima prav toliko stranic, kot bo imela prstna vrtavka

krakov (n). Sredis¢ni kot (a) je enak

360°
a= .
n

Oglis¢a pravilnega n-kotnika so od sredisca izhodis¢ne kroznice (S) oddaljena za 2r in leZijo na

krakih narisanih sredis¢nih kotov.

Slika 19: Nacrtovanje petkrake prstne vrtavke — nacrtovanje pravilnega n-kotnika (vir: avtor)

Nato nacrtamo kroznice z enakim polmerom, kot ga ima izhodis¢na kroznica (torej polmer

dolZine r) s sredis¢i v oglis¢ih pravilnega n-kotnika.

Med krozZnici, ki imata sredisc¢i v sosednjih oglis¢ih pravilnega n-kotnika, vriSemo kroznico s
polmerom r, ki se bo obeh Ze narisanih sosednjih kroZnic dotikala. Torej je sredis¢na razdalja
do obeh Ze narisanih kroznic enaka, in sicer ima dolZino 2r. Torej pois¢emo tocko, ki je od

sosednjih oglis¢ n-kotnika oddaljena 27 in leZi znotraj n-kotnika. Na enak nacin poiséemo

2 Zunanji kot pravilnega n-kotnika namre& hkrati sovpada tudi z velikostjo sredisénega kota, ki ga potrebujemo za
nacrtovanje v kroZnico vcrtanih pravilnih veckotnikov.
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Obseg prstne vrtavke

sredi$¢a preostalih kroZnic, ki se dotikajo kroznic s sredis¢i v oglis¢ih trikotnika. Kon¢no

nacrtamo vse kroZnice, ki smo jim tako dolocili sredisca.

Slika 20: Nacrtovanje petkrake prstne vrtavke — dolocCitev sredis¢ kroznic, ki leZijo med

kroZnicama s srediscem v oglisCih pravilnega n-kotnika (vir: avtor)

Zdaj dolo¢imo dotikalis¢a tistih kroznic, ki lezijo izven n-kotnika in tistih, ki imajo sredis¢a v
oglis¢ih n-kotnika. To so razpolovisca daljic, ki povezujejo sredisc¢i kroznic dveh dotikajocih se
kroznic (brez dotikalis¢ z izhodi$¢no kroznico). Ta dotikalis¢a kroznic namrec¢ dolocajo krozne

loke, ki omejujejo prstno vrtavko.
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Obseg prstne vrtavke
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Slika 21: Nacrtovanje petkrake vrtavke — dolocitev dotikalis¢ kroZnic (vir: avtor)

Konéno le Se nariSemo loke od dotikalis¢a do dotikalis¢a, in sicer tako, da na kroZnicah s

srediséi v ogliséih veckotnika nariSemo »izbocene« loke, na preostalih pa »vbocene« loke.

Slika 22: Nacrtovanje petkrake vrtavke — izris »vbocCenih« in »izbolenih« kroznih lokov, ki

omejujejo vrtavko (vir: avtor)
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Obseg prstne vrtavke

Slika 23: Petkraka prstna vrtavka (vir: avtor)

Po vec€ nacrtanih prstnih vrtavkah smo ugotovili, da se sredis¢ne razdalje med kroZznicami, ki
nosijo istovrstne krozne loke, ki omejujejo posamezne vrtavke, vec kot ocitno spreminjajo
glede na Stevilo krakov vrtavke. Pri posamezni vrtavki so te razdalje sicer vedno enake, vendar
pa se med vrtavkami spreminjajo glede na Stevilo njenih krakov; tako srediséne razdalje med
kroznicami, ki nosijo »izbocene« krozne loke, kot tudi med kroznicami, ki nosijo »vbocene«

krozne loke.

Sredi$¢na razdalja med kroZnicama, ki nosita sosednja »izbocena« loka petkrake vrtavke, je
zagotovo vecja od 21, saj se kroZnici ne stikata (glej sliko spodaj levo). Na sliki spodaj desno je
hkrati jasno vidno, da je sredis€na razdalja med kroZnicama, ki nosita sosednja »izboéena«

loka Sestkrake vrtavke, enaka natanko 2r, saj se ti kroZnici stikata.

Slika 24: Pet- in Sestkraka prstna vrtavka (vir: avtor)
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Obseg prstne vrtavke

4.2 Trikraka prstna vrtavka in njen obseg

Trikraka prstna vrtavka ima, kot pove Ze njeno ime, tri tako imenovane krake.

Pri nacrtovanju trikrake prstne vrtavke po Ze zapisanem postopku vrtavko najprej nacrtamo.
Ko dolo¢amo dotikaliS¢a kroznic, katerih deli tvorijo obseg prstne vrtavke, lahko to naredimo
nacrtovalno, vendar pa bomo za izraCun obsega potrebovali $e nekaj podatkov. Da bi lahko

izracunali dolZzine posameznih kroznih lokov potrebujemo sredisce kote, ki jim ti loki pripadajo.

AASC = AAFC
ACSA(a) = <AFC ()

Slika 25: Srediscni kot @, ki mu pripada »vboceni« krozni lok trikrake vrtavke (vir: avtor)

Trikotnika A ASC in A AFC sta skladna. Oba sta enakokraka, s krakoma dolzine 2r.
|AS| = |AF|
|SC| = |FC|

Tretja stranica obeh trikotnikov pa je skupna, to je stranica |AC|. Ta stranica je hkrati stranica

enakostranicnega trikotnika. Ker sta trikotnika skladna in sredis¢ni kot (a), ki ima vrh v srediscu

izhodis¢ne kroznice (S), meri 120° (a = %), prav toliko meri tudi sredis¢ni kot ¢, z vrhom v

tocki F, ki je sredisce kroZznice, del katere bo »vboceni« kroZni lok prstne vrtavke.

Obseg izhodis¢nega kroga (og) s polmerom r meri:
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Obseg prstne vrtavke

O = 2mr
Prav tak$ni so tudi obsegi vseh ostalih nacrtanih krogov, saj so vsi skladni z izhodis¢nim
krogom.
Zato je dolZina kroZznega loka (,), ki pripada sredis¢nemu kotu ¢ (to je dolZina »vbocenega«
loka prstne vrtavke):

- 2nr - 120°
v 360°

»lzboceni« loki leZijo na kroZnicah, ki imajo sredis¢a v oglis¢ih enakostraniénega trikotnika in

pripadajo kotu 6:

5§ =360°— B — 2B,

Kot 8 je notranji kot enakostrani¢nega trikotnika A ABC in torej meri 60°. Kot 3; je kot ob

kraku enakokrakega trikotnika A AFC, zato meri:

_180°— ¢
= 2

~180° —120°
= 2

By = 30°
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Obseg prstne vrtavke

<FAD(6) = 360° — 8 — 20,

Slika 26: Srediscni kot, ki mu pripada »izboleni« krozni lok trikrake vrtavke (vir: avtor)

Kot &, ki mu pripada »izboceni« lok, ki omejuje trikrako prstno vrtavko, tako meri:
6 =360°—p — 20
6 = 360°—60°—2-30°
6 = 240°
DolZina »izbocenega« kroznega loka (l;), ki omejuje vrtavko, je:

- 271r - 240°
LT 3600

_2nr-2
tT 3

Torej dolzina »izbocenega« loka predstavlja ravno dve tretjini obsega izhodi$¢nega kroga.

2
li =§0K

26



Obseg prstne vrtavke

Obseg trikrake prstne vrtavke (oy3) je sestavljen iz Sestih kroznih lokov, ki jo sestavljajo; treh

»vbocenih« in treh »izbodenih«. Vsota dolZin teh lokov je enaka obsegu vrtavke.

oy3=3"1,+3-; oziroma oy3=31,+3-;
ovs = 3(ly + 1) oyz = 3(l, + 1))
2nr  4nr
_of2™ 1 2
0V3_3(3 + 3) 0V3:3<§0K+§0K)
é6nr
OV3=3.T 0V3:3.OK
oy3 = bmr oy3 = 6nr

Obseg trikrake prstne vrtavke je torej enak trikratniku obsega izhodisénega kroga.

Ov3 == 301(
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Obseg prstne vrtavke

4.3 Stirikraka prstna vrtavka

Stirikraka prstna vrtavka ima §tiri tako imenovane krake. Za naértanje pravilnega stirikotnika

(kvadrata) nariSemo sredis¢ni kot () z vrhom v sredi$¢u izhodis¢ne kroznice (S), ki meri 90°,

saj je:

360°
j— — 900

a =

Slika 27: Sredis¢ni kot, ki mu pripada »vbocleni« kroZni lok Stirikrake vrtavke (vir: avtor)

Iz skladnosti trikotnikov AABS in AABE sledi skladnost kotov <ASB (a) in <BEA (¢). To
pomeni, da »vboceni« loki, ki omejujejo Stirikrako vrtavko, pripadajo sredis¢nemu kotu

velikosti 90°. Tako dolZina tega loka (l,,) meri:

= 2nr - 90°
v 360°
2nr -1
v = 4
2mr
l, =—
4
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Obseg prstne vrtavke

nr
l, =—

2
DolZina tega loka predstavlja torej natanko Cetrtino obsega izhodis¢nega kroga.

1
lU - ZOK

»lzboceni« loki leZijo na kroZnicah, ki imajo sredisc¢a v oglis¢ih kvadrata in pripadajo kotu §:

5§ =360°— B — 2B,

Slika 28: Srediscni kot, ki mu pripada »izboceni« krozni lok Stirikrake vrtavke (vir: avtor)

Kot [ je notranji kot kvadrata, zato meri 90°. Kot f3; je kot ob kraku enakokrakega trikotnika

A ABE, zato meri:

_180°—¢
1= 2
_180°—-90°
1= 2
By = 45°
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Obseg prstne vrtavke

Kot &, ki mu pripada »izboceni« lok, ki omejuje Stirikrako prstno vrtavko, meri:
6 =360°—p — 20
6 = 360°—90° — 2-45°
6 = 180°
DolZina »izbocenega« kroZznega loka (l;), ki omejuje vrtavko, je:

_ 2mr - 180°
LT 3600

2nr -1
i = 2

l; =nr

Torej dolzina »izbocenega« loka predstavlja ravno polovico obsega izhodis¢nega kroga

(oziroma dve Cetrtini).

Obseg Stirikrake prstne vrtavke (oy,) je sestavljen iz osmih kroZnih lokov, ki jo sestavljajo, stirih

»vbocenih« in Stirih »izbocCenih«. Vsota dolzin teh lokov je enaka obsegu vrtavke.

Oy =4-1,+4-1; oziroma Ooya =4-1,+4-1;
oy =4, + 1) oys = 4(l, + 1;)
Ooys =4 (E + nr) 1 1
va 2 OV4- = 4‘ (_OK + _OK)
4 2
4 (nr 4 2nr> 1 5
Oys =4 |—+—
Ve 2 2 0V4=4<ZOK+ZOK)
3nr
0V4:4'T 0V4:3.0K
Oys = 6TIT Oy = 61T

Obseg stirikrake prstne vrtavke je torej, prav tako kot pri trikraki vrtavki, enak trikratniku

obsega izhodis¢nega kroga.

Oyy = 301(
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Obseg prstne vrtavke

4.4 Petkraka prstna vrtavka

Zdaj je Ze jasno, da ima petkraka prstna vrtavka pet tako imenovanih krakov. Za nadrtanje

pravilnega petkotnika v izhodis¢ni krog nariSemo sredis¢ni kot (a) z vrhom v srediscu

izhodis¢ne kroZnice (S), ki meri 72°, saj je:

Slika 29: Srediscni kot, ki mu pripada »vboceni« krozni lok petkrake vrtavke (vir: avtor)

Skladnost kotov <ASB (a) in <BFA (¢) je posledica skladnosti trikotnikov AABS in AABF.

»Vboceni« loki, ki omejujejo petkrako vrtavko, torej pripadajo sredisénemu kotu velikosti 72°.

Tako dolZina tega loka (L,,) meri:

_ 2ntr - 72°
v 3600
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Obseg prstne vrtavke

2nr -1
‘U: 5

»lzboleni« loki leZijo na kroznicah, ki imajo srediS¢a v oglis¢ih pravilnega petkotnika in

pripadajo kotu 6:

5 =360°—p — 2B,

Slika 30: Srediscni kot, ki mu pripada »izboceni« kroZni lok petkrake vrtavke (vir: avtor)
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Obseg prstne vrtavke

Kot S je notranji kot pravilnega petkotnika, zato meri:

_(5-2)-180°
p=re
B = 108°

Kot B, je kot ob kraku enakokrakega trikotnika A ABF, zato meri:

_ 180° — ¢
= 2
_ 180° — 72°
pr=—
ﬁl = 54’0

Kot &, ki mu pripada »izboceni« lok, ki omejuje petkrako prstno vrtavko, meri:
6 =360°—p—2B
6 = 360° —108° — 2 -54°
6 = 144°
DolzZina »izbocenega« kroznega loka (l;), ki omejuje petkrako vrtavko, je:

- 27r - 144°
LT 3600

2nr - 2
i = 5
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Obseg prstne vrtavke

Obseg petkrake prstne vrtavke (oys) sestavlja deset kroZnih lokov, pet »vbocenih« in prav

toliko »izbocenih«. Vsota dolZin teh lokov je enaka obsegu vrtavke.

oys =51, +5-; oziroma oys =51, +5-;
ovs = 5(ly + ;) oys = 5(l, +1;)
2nr  4nr
Y e Tt 1 2
OVS_S( 5 * 5) 0V5:5<§0K+§0K)
__ bnr
ovs =5 ovs =55 0x
oys = b6nr

Oys = 3 Ok
Oys = é6nr
In znova se izkaze, da je obseg petkrake prstne vrtavke enak trikratniku obsega izhodis¢nega

kroga.

Oys = 301(
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Obseg prstne vrtavke

4.5 Sestkraka prstna vrtavka

Sestkraka prstna vrtavka ima est tako imenovanih krakov. Za naértanje pravilnega $estkotnika
v izhodis¢ni krog nariSemo sredis¢ni kot () z vrhom v sredis¢u izhodis¢ne kroznice (S), ki meri

60°, saj je:

Slika 31: Srediscni kot, ki mu pripada »vboceni« krozni lok Sestkrake vrtavke (vir: avtor)

Skladnost kotov <ASB (a) in ¥BIA (@) je posledica skladnosti trikotnikov AABS in AABI.
»Vboceni« loki, ki omejujejo Sestkrako vrtavko, torej pripadajo sredis¢nemu kotu velikosti 60°.
DolZina »vbocenega« kroznega loka (l,,) Sestkrake prstne vrtavke meri:

. 27r - 60°
v 3600
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Obseg prstne vrtavke

2nr -1
l, = G

»lzboleni« loki leZijo na kroznicah, ki imajo sredis¢a v oglis¢ih pravilnega Sestkotnika in

pripadajo kotu 6:

5 =360°—p — 2B,

Slika 32: Srediscni kot, ki mu pripada »izboceni« kroZni lok Sestkrake vrtavke (vir: avtor)
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Obseg prstne vrtavke

Notranji kot pravilnega Sestkotnika § meri:

_(6-2)-180°
p=m
B =120°

Kot B je tudi tokrat kot ob kraku enakokrakega trikotnika A ABI, zato:

_180°—¢
1= 2
_180° — 60°
B = >
By = 60°

Kot &, ki mu pripada »izboceni« lok, ki omejuje Sestkrako prstno vrtavko, je enak:
6 =360°—p —2p;
6 =360°—120°—2-60°
6 =120°
DolzZina »izbocenega« kroznega loka ([;), ki omejuje Sestkrako vrtavko, je:

- 2nr - 120°
LT 3600

2nr -1
i = 3
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Obseg prstne vrtavke

Obseg Sestkrake prstne vrtavke (oy¢) sestavlja dvanajst kroznih lokov, po Sest »vbocenih« in

prav toliko »izboéenih«. Vsota dolzZin teh lokov je enaka obsegu vrtavke.

oy =61, +6-; oziroma Oy =61, +6-;
ove = 6(ly + ;) oye = 6(l, +1;)
nr 2nr
_ (2t et 1 1
0V6_6(3 + 3 ) OV6:6<€0K+§OK)
3nr
=6 — 1 2
Ove 3 Oye — 6 (g Ok + EOK>
Oye = 6TT 3
0V6=6'80K

0V6:3.0K

OV6 = 6mnr

Se enkrat ve¢ je obseg vrtavke enak trikratniku obsega izhodis¢nega kroga.

oy = 30k
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Obseg prstne vrtavke

4.6 Sedemkraka prstna vrtavka

Zagotovo ste Ze opazili vzorec, ki se je zacel pojavljati. Tudi mi smo ga zaznali Ze med

raziskovanjem, a smo vendarle nadaljevali Se s sedem- in osemkrako prstno vrtavko.

Pri sedemkraki prstni vrtavki se je sprva zdelo, da jo bo tezko narisati, saj se bodo krogi zaceli
vsaj delno prekrivati. Tudi velikost izraCunanega sredis¢nega kota je za natan¢no nacrtovanje
s svincnikom, geotrikotnikom in Sestilom pravzaprav »misija nemogoce«. A se izkaZe, da
sledenje postopku nacrtovanja brez teZzav pripelje do Zelenega rezultata, torej nacrtane
sedemkrake prstne vrtavke. Ce to poénemo s pomoéjo tehnologije — v nasem primeru
raCunalniske aplikacije za dinamic¢no geometrijo (Geogebra), je to seveda 3e laZje, predvsem

pa natancneje.
Srediscni kot (a) z vrhom v srediScu izhodis¢ne kroznice (S) meri:

360°
a =

= 51,43°

Tega kota seveda pri na€rtovanju na list papirja z geometrijskim orodjem ne moremo narisati

dovolj natancno. A s pomocjo tehnologije nismo imeli nikakrsnih tezav.

Slika 33: Srediscni kot, ki mu pripada »vboceni« kroZni lok sedemkrake vrtavke (vir: avtor)
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Obseg prstne vrtavke

Skladnost kotov <ASB () in <BHA (¢) je posledica skladnosti trikotnikov AABS in AABH.

»Vboceni« loki, ki omejujejo sedemkrako vrtavko, torej pripadajo sredis¢nemu kotu velikosti

360° . ‘. y < .
— = 51,43°. DolZina »vbocenega« kroznega loka (l,,) sedemkrake prstne vrtavke tako meri:

27T - 3670

l, = ——
v 360°

| 2mr-360°

v 73600
27r
l,=—

7

»lzbocleni« loki leZijo na kroZznicah, ki imajo sredis¢a v oglis¢ih pravilnega sedemkotnika in

pripadajo kotu &:

§ =360°— B — 2B,

Slika 34: Srediscni kot 8, ki mu pripada »izboceni« kroZni lok sedemkrake vrtavke (vir: avtor)
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Obseg prstne vrtavke

Notranji kot pravilnega sedemkotnika  meri:

(7 —2)-180°

b=
900°

B = = 128,57°

Kot B, je kot ob kraku enakokrakega trikotnika A ABH, zato je:

180° — 3670
.31 =
2
_ 1260° — 360°
= 14
~900° _ 450°
17 14— 7

Kot &, ki mu pripada »izboceni« lok, ki omejuje sedemkrako prstno vrtavko, je enak:
6 =360°—p —2B;

900° 2 450°
7 7

6 = 360° —

_2520°  900° 900°
7 7 7

[e]

72
6= - = 102,86°

DolZina »izbocenega« kroZnega loka (;), ki omejuje sedemkrako vrtavko, je:

27T - 7270

=T 360°

, _ 2mr - 720°
L™ 7.360°

_2nr-2
o7

Torej dolzina »izbocenega« loka predstavlja dve sedmini obsega izhodis¢nega kroga.
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Obseg prstne vrtavke

li —_ 70]{

Obseg sedemkrake prstne vrtavke (oy;) sestavlja Stirinajst kroinih lokov, po sedem

»vbocenih« in prav toliko »izboéenih«. Vsota dolzin teh lokov je enaka obsegu vrtavke.

oy, = 7L, + 71 oziroma oy; = 7L, + 71
oy7 = 7(ly + 1) oy7 = 7(ly + 1))
2nr  4nr
(22 1 2
0V7_7( 7 + 7) 0V7:7<70K+70K)
_ é6nr 3
Ovr = 7 0V7=7'80K
oy; = 6nr

Ov7=3'oK

oy, = 6nr

Tudi tokrat je obseg vrtavke enak trikratniku obsega izhodis¢nega kroga.

Oy7; = 301{

42



Obseg prstne vrtavke

4.7 n-kraka prstna vrtavka

Naj bo Stevilo krakov prstne vrtavke n. Taksna vrtavka ima n »izbocenih« in n »vbocenih«

kroznih lokov, ki jo omejujejo.
Pa poglejmo, kaksni so pripadajoci koti n-krake prstne vrtavke.
Srediscni kot (&) z vrhom v srediscu izhodis¢ne kroznice (S) meri:

360°
a=

n

Zaradi skladnosti trikotnikov (po analogiji pregledanih primerov) je kot ¢ = a. Kotu ¢ pa
pripadajo »vboceni« krozZni loki posamezne prstne vrtavke. Zato je dolZina »vbocenega« loka

n-krake vrtavke:

360°

2mr -
l,=—
v 360°

l _ 2mr - 360°
V" n-360°

Ker »izboceni« kroZni loki n-krake vrtavke lezZijo na kroZnicah, ki imajo sredis¢a v oglis¢ih

pravilnega n-kotnika, pripadajo kotu &, ki je enak:
6 =360°—p—2B
Notranji kot B pravilnega n —kotnika meri:

_ (n—2)-180°
By

Za kot B4, ki lezi ob kraku enakokrakega trikotnika, velja:

_180°—¢
1= 2
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180° — 3?10
pr=—7F—"
180° — ¢
1 — ——
2
(n—2)-180°
pr=———"
Torej je
B
Bi=5

Kot &, ki mu pripada »izboceni« lok, ki omejuje n-krako prstno vrtavko, je enak:
6 =360°—p—2B

5§=360°—B—p

5 =360°— 28
2(n—2)-180°
5 = 3600 — 2 n)

5 _1360° = (n—2)-360°
n

Oziroma po ureditvi tega zapisa

720°
o =
n

DolZina »izbocenega« kroZnega loka (l;), ki omejuje n-krako vrtavko, je:

27r 7310
[, =———1
: 360°

_ 2nr - 720°
LT n-360°

_27Tr-2

: n

Ce dolZino »izbo€enega« loka predstavimo kot dele? obsega kroga, dobimo
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Za obseg n-krake vrtavke torej velja:

51 /‘\» /(ﬁ N
C~0

O OC

Slika 35: Razlicne n-krake prstne vrtavke (vir: avtor)

Tako smo pokazali, da je obseg n-krake prstne vrtavke vedno enak 67mr oziroma je trikratnik

obsega izhodis¢nega kroga.

45



Obseg prstne vrtavke

5 ZAKUUCEK

Prstna vrtavka je igraca, ki jo bolje poznamo pod njenim angleskim imenom »fidget spinner«.
Obris igrace je lik, ki ga omejujejo krozni loki. KroZzne loke smo za namen raziskovanja
poimenovali »vboceni« in »izboCeni« krozni loki, glede na njihovo lego na kroznici. Raziskovali
smo obsege razlicnih prstnih vrtavk, saj imajo lahko prstne vrtavke razlicno Stevilo tako
imenovanih krakov. Glede na Stevilo krakov smo vrtavke poimenovali trikrake, Stirikrake ... in
kon¢no splosno tudi n-krake prstne vrtavke. Ugotavljali smo, kakSen je obseg posamezne

vrtavke in kako se obseg spreminja, ¢e se spreminja Stevilo krakov.

Raziskovanje smo zaceli s trikrako prstno vrtavko, nadaljevali pa s Stirikrako, petkrako,
Sestkrako ... Najprej smo se lotili zgolj nac¢rtovanja posameznih vrtavk, Sele ko smo to usvojili,
smo se lotili tudi izradunov obsegov. Prisli smo do spoznanja, da za izracunavanje obsegov
potrebujemo tudi podatke, ki jih pri nacrtovanju nismo nujno potrebovali. Znanje o kotih se je
izkazalo za izredno koristno, hkrati pa ugotavljamo, da je sposobnost dobrega opazovanja prav
tako bistveno pripomogla k nastanku te naloge. Kon¢no smo odkrili oziroma izpeljali tudi
sploSno formulo za n-krako vrtavko, s katero lahko izratunamo obseg lika, ne glede Stevilo
krakov prstne vrtavke. Pravzaprav nas je izpeljava pripeljala do spoznanja, da se obseg prstne
vrtavke, ne glede na Stevilo njenih krakov, ne spremeni (odvisen je le od polmera izhodis¢nega

kroga).

Za nacrtovanje prsnih vrtavk smo dolocili zacetni pogoj, da imajo vse kroznice, ki bodo nosilke
kroznih lokov, ki vrtavke omejujejo, enak polmer dolzine r. Vsa nartovanja smo zaceli z
izhodisc¢no kroznico, nad katero smo ocrtovali pravilne veckotnike. Pravilni n-kotnik, ki smo ga
ocrtovali, ima vedno prav toliko oglis¢, kot ima vrtavka krakov. Oglis¢a n-kotnika so od sredisca
izhodis¢nega kroga oddaljena 2r. Vrtavko omejuje enako Stevilo »vbocenih« in »izbocenih«

kroznih lokov, vsakih po n.

Po ve¢ nacrtanih prstnih vrtavkah smo ugotovili, da se sredi$¢ne razdalje med kroznicami, ki
nosijo istovrstne krozne loke, ki omejujejo posamezne vrtavke, ocitno spreminjajo glede na
Stevilo krakov vrtavke. Pri posamezni vrtavki so te razdalje sicer vedno enake, vendar pa se
med vrtavkami spreminjajo glede na Stevilo njenih krakov; tako sredis¢ne razdalje med

kroZnicami, ki nosijo »izbocene« krozne loke kot tudi med kroZnicami, ki nosijo »vbocene«
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krozne loke. S tem smo ovrgli naso hipotezo 1, da so sredis¢ne razdalje med kroZnicami, ki

nosijo istovrstne loke, ki omejujejo vrtavko, konstantne.

DolZine kroznih lokov so, zaradi zaetnega pogoja, da imajo vse kroZnice enak polmer, odvisne

le od srediSc¢nih kotov, ki jim loki pripadajo.
Tako smo skozi nalogo z a oznadevali sredis¢ni kot, s pomocjo katerega smo izrisali Zeleni

pravilni n-kotnik. Ta kot je vedno enak:

360°
a =

n

Zaradi skladnosti je kot, ki mu pripada »vboceni« kroZni lok vrtavke, oznacevali smo ga s ¢,

enak kotu a.

Kot, ki mu pripada posamezni »izbocCeni« krozni lok vrtavke, smo dobili s pomocjo znanja o
notranjih kotih pravilnih veckotnikov in znanja o kotih v trikotnikih, natanéneje enakokrakih

trikotnikih. Ta kot smo imenovali §. I1zkazalo se je, da je kot § enak:

720°
5 =

n

Slika 36: Koti, ki jih potrebujemo za izracune dolZin kroznih lokov (vir: avtor)
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DolzZini lokov (1) lahko zdaj izracunamo brez vecjih tezav, saj vemo, da je:

_ 27r * X
~360°

pri cemer x oznacuje kot, ki mu krozni lok pripada.

»Vboceni« loki pripadajo kotu ¢, dolZina »vbocenega« loka (l,,) n-krake vrtavke je tako:

_ 2mr

b=

Ali Se drugace: dolzZina tega loka ustreza n-temu delu obsega kroga.
1
lv = E - OK

DolZina »vbocenega« kroznega loka se torej glede na Stevilo krakov vrtavke spreminja, in sicer
se s povecevanjem Stevila krakov krajsa. S tem smo uspeli potrditi naso hipotezo 3, v kateri

smo prav to tudi predvideli.

DolZina »izbocenega« kroZnega loka (l;), ki omejuje n-krako vrtavko, je:

_271'T'2_47TT

l n n

oziroma zapisano z delezem obsega kroga:

Tudi dolZina »izboCenega« kroZznega loka se torej glede na Stevilo krakov vrtavke spreminja, in
sicer se s povecevanjem Stevila krakov krajsa. S tem smo uspeli potrditi tudi naso hipotezo 2,

ki pravi, da se z ve€anjem Stevila krakov vrtavke dolZina »izboéenega« loka krajsa.

Iz vsega, kar smo zgoraj zapisali o dolZinah kroznih lokov, sledi, da je obseg n-krake vrtavke

vedno enak trikratniku obsega izhodis¢nega kroga:

Oyn = 30 = 671
S tem potrjujemo Se hipotezo 4, s katero smo napovedali, da bo obseg vrtavk konstanten, torej

enak, ne glede na Stevilo krakov vrtavke.
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Pri delu se nam je pogosto zatikalo, a smo z vztrajnostjo pocasi napredovali. Obc¢asni nenadni
uvidi so potrebovali naknadne dokaze, kar je bilo tudi naporno. Ob¢asno smo se znasli v
polozZaju, ko smo »videli« konéni rezultat, pot do njega pa je bila Se skrita. Ker pa smo v tem

primeru tekmovali le sami s seboj, sta bili vztrajnost in natanénost klju¢ do uspeha.

Naj zapiSemo $e, da smo ponosni na nastalo nalogo, Ceprav se je pri njenem nastajanju veckrat
zdelo, da bo pretezko — pa ne toliko razmisleki, pa¢ pa zapisi, ki morajo biti natancni in

dosledni. A konéno nastala naloga dokazuje, da smo uspeli tudi to oviro premagati.

Za prihodnje raziskovalce pus¢amo odprto vprasanje plosc¢in prstnih vrtavk, morda pa najdejo
Se kaksno idejo v pri¢ujocih zapisih. Menimo, da nam bo ta raziskovalna naloga pomagala pri
ugotavljanju obsegov tudi drugih sestavljenih likov, Se posebej tistih, ki vsebujejo veliko delov
ali vec kroznic. V prihodnosti bomo morda lahko to uporabili pri zahtevnejsih nalogah. Seveda
pa bomo navdusenje nad novo pridobljenim znanjem delili z vsemi, ki nas bodo pripravljeni

poslusati.

PriCujoCa raziskovalna naloga je plod nasega lastnega raziskovanja in dela. Podatke v nalogi
smo skusali zbrati pregledno in sistemati¢no. Naloga verjetno ne bo imela SirSega vpliva na
druzbo, smo pa z njo obogatili svoje znanje in izkusnje, da bomo v to druzbo stopali odgovorno,
resno, zanesljivo in spostljivo. Pridobljeno znanje, ne le matemati¢no, nam bo v prihodnosti
pomagalo Se nadgrajevati svoja znanja, s ¢imer se bomo lahko aktivneje vkljucevali v vse ravni
druzbe. Seveda se bomo potrudili svoje matematicno znanje predati vsem, Se posebej

zainteresiranim, radovednim vrstnikom in nasim potencialnim naslednikom, raziskovalcem.
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6 VIRI
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6.1 Virislik

Ilgraca Fidget spinner — prstna vrtavka (slika 15) — pridobljeno s https://www.vkf-

renzel.com/fidget-spinner-in-bright-colours-13953.html, [datum ogleda: 20. 12. 2021]

Dvo-, tri- in  petkraka prstna vrtavka (slika 16) — pridobljeno s

https://www.ubuy.vn/en/product/1AH3ZQ10G-figrol-fidget-spinner-3-pack-simple-dimple-

fidget-toys-push-pop-bubble-fidget-spinner-stress-relief-and-anxi-anxiety-fidget-toy-for-kids,

[datum ogleda: 20. 12. 2021]
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PRILOGA 1

Tabela 1: Zbirnik dolZin kroZnih lokov in obsegov n-krakih prstnih vrtavk

st. krakov .. .
.. L. dolzina »vbocenega« obseg prstne
prstne dolZina »izbocenega« loka (I;)
loka (I,,) vrtavke
vrtavke
3 2nr - 240° _ 4tr 2 2nr - 120° _ 2nr 6rr = 30
360° 3 3 %K 360° 3 O K
4 2nr - 180° _ 1 _ 2 2nr - 90° _mr 1 6mr = 30
360° Ok = 2% 360° 2 | 4% K
5 2mr - 144° _ 47tr 2 2mr - 72° _ 27r 6rr = 30
360° 5 5 oK 360° 5 5 0K K
6 2nr - 120° _ 27r _ 2 2nr - 60° _mr 1 6rr = 30
360° 3 Ok = 5% 360° 3 6 K K
gy 720° 2 oy 360° 1
7 nr 7 _ 41tr 701{ nr 7 — 2nr 7OK 6nr = 301(
360° 7 360° 7
8 2nr - 90°  @r 1 , 2 o 2nr - 45° 7r 1 o nr = 30
—_— e — — = — [— — wr =
360° 2 K7gk 360° 4 | 8°F K
720° 360°
27T 411 27T - 27r
n n__ —0g n__ —og 6mr = 3ok
360° n n 360° n n
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