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Uporabljeni matematicni simboli

e P, — Stevilo vseh permutacij velikosti n

e S, — simetri¢na grupa (mnozica vseh permutacij velikosti n z operacijo komponiranja oziroma mnozenja)
o | — funkcija fakulteta/faktorsko/faktorielna funkcija

e [n] — mnozica, ki vsebuje vsa naravna Stevila od 1 do vklju¢no n, ima kardinalnost enako n
e \: A— A — bijekcija mnozice A same vase

e |S,| — mo¢ mnozice vseh permutacij velikosti n

e [] — produkt

e f(z), f(n) — realna funkcija

e V — univerzalni kvantifikator (preberemo: za vsak)

e N — mnozica naravnih §tevil oz. mnozica pozitivnih celih stevil

e 7 — mnozica celih Stevil

e 7~ — mnozica negativnih celih §tevil

e ~ — priblizno

e o™ - potenca

e o™ ali (™ — rastoéa potenca

e o™ ali (z), — padajota potenca

o c(n, k), [Z} — Stirlingovo §tevilo 1. vrste
e A — konjunkcija (in)

° (") — binomski simbol (stevilo kombinacij reda k izmed n elementov

o Zk: — vsota

e |J — unija

e (] — presek

e () — prazna mnozica

e S(n,k), {Z} — Stirlingovo $tevilo 2. vrste

e L(n,k), Z — Lahovo stevilo

® §; ; — Kroneckerjeva delta

e 0o — neskonénost

e (—00) — negativna neskonénost

e s(n, k) — predznaceno Stirlingovo stevilo 1. vrste
e S'(n, k) — predznaceno Stirlingovo &tevilo 2. vrste
e [(n, k) — predznaceno Lahovo $tevilo

e cl()\) — mnozica voditeljev ciklov permutacije A

o {Z] — r-Stirlingovo §tevilo 1. vrste

”
@
. {Z] — (I, r)-Stirlingovo Stevilo 1. vrste

T

I\Y



Povzetek

S posedanjem n ljudi za k okroglih miz se pojavi vprasanje, na koliko razliénih naéinov lahko to storimo. Stevilo moznosti
predstavljajo Stirlingova Stevila 1. vrste. V raziskovalni nalogi predstavim ta Stevila, njihove rekurzivne zveze, povezave s
potencami, primerjave z drugimi kombinatori¢nimi Stevili ter posplositve Stirlingovih §tevil 1. vrste. Uporabil sem analiti¢no
metodo dela. Pri raziskovalni nalogi sem potrdil tudi svojo hipotezo, ki je predstavljena v uvodu.

Klju¢ne besede:

Permutacija, Stirlingovo stevilo 1. vrste, potence, rasto¢e potence, posplositve Stirlingovih stevil 1. vrste.

Abstract

When seating n people at k& round tables, the question arises as in how many different ways we can do this. The number of
possibilities is represented by Stirling numbers of the 1st kind. In my research paper I present these numbers, their recursive
relations, connections with powers, I compare them with other combinatorial numbers and generalizations of Stirling numbers
of the 1st kind. I used the analytical method of work. In my research paper I also confirmed my hypothesis which is presented
in the introduction.

Key words:

Permutation, Stirling number of the 1st kind, powers, rising powers, generalizations of Stirling numbers of the 1st kind.
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Poglavje 1

Uvod

Kombinatorika je obsezno podro¢je matematike, ki se ukvarja s konstrukcijo, lastnostmi in stevilom (praviloma) konénih mate-
maticnih struktur. Kombinatorika se deli na vsaj 16 podpodrocij, povezuje pa se Se z vsaj petimi drugimi podroc¢ji matematike
in tudi fizike. Stirlingova, Lahova in Bellova stevila, ki jih obravnavam v tej nalogi, sodijo v prestevalno kombinatoriko, ki
preucuje nacine prestevanja elementov dane konéne mnozice struktur in lastnosti stevil, ki jih pri tem dobimo.

Ko sem reseval naloge iz kombinatorike, sem se spraseval, kaj se zgodi, ¢e bi ljudi posedali za okrogle mize. Je moznosti vec¢
ali manj, kot ¢e bi jih posedli na ravno klop? S taksno vrsto nalog sem se seznanil v u¢beniku Diskretna matematika 1, ki se
uporablja v 2. letniku dodiplomskega Studija na Fakulteti za matematiko in fiziko pri predmetu Diskretna matematika 1.

Cilj moje raziskovalne naloge je odgovoriti na vprasanje, na koliko nac¢inov lahko razporedimo n elementov na k kroznic. Ce
namesto spremenljivk n in £ uporabimo naravna §tevila, dobimo vprasanje, ki je bolj konkretno, torej na koliko na¢inov lahko
posedemo 7 ucencev za S§tiri okrogle mize. Poleg tega je moj cilj odgovoriti Se na nasledja vpraSanja: kaksne so lastnosti stevil,
ki ustrezajo problemu razporejanj po kroznicah, kaksne so njihove posplositve in kaksne so povezave z drugimi kombinatori¢nimi
Stevili.

Moja hipoteza je, da je Stevilo razporejanj n elementov na k kroznic enako Stirlingovemu stevilu 1. vrste {Z} .

V drugem poglavju predstavim permutacije, ki so osnova za razumevanje Stirlingovih stevil 1. vrste. V tretjem poglavju se
poglobim v Stirlingova Stevila 1. vrste, rekurzivno zvezo, izreke in trditve, ki jim ustrezajo, povezavo z rasto¢imi in padajoc¢imi
potencami ter jih primerjam z ostalimi kombinatori¢nimi Stevili. V Cetrtem poglavju piSem o matrikah, ki pripadajo tem
Stevilom in jih primerjam z ostalimi matrikami. V petem poglavju predstavim predznacena Stirlingova Stevila 1. vrste in inverzne
Stirlingove matrike ter Stirlingova Stevila 1, vrste pri negativnih argumentih. V Sestem poglavju predstavim r-Stirlingova stevila
1. vrste in njihove rekurzije ter nazadnje v sedmem (I, r)-Stirlingova stevila 1. vrste ter njihove rekurzije.

V nadaljevanju so pri trditvah in izrekih navedeni dokazi, najveckrat po principu kombinatori¢nega dokazovanja.

LEGENDA: M na koncu vrstice pomeni konec dokaza, ¢ na koncu vrstice pa pomeni konec zgleda.

Reference

Za raziskovalno nalogo sem uporabil literaturo, ki sem jo poiskal sam in je veCinoma v angleS¢ini: znanstvene ¢lanke, knjige,
prispevke, ubenike, zapiske. V drugem poglavju sem pretezno uporabil knjige [3] , [4] in [8] , prispevek iz ucbenika [9] ter
prispevek [15] . V tretjem poglavju sem uporabil ¢lanke [1] , [12] in [11] , zapiske predavanj [13] in [14] , knjige [4] , [8] , [16] ,
[19] ter zbirko nalog [7] . V Cetrtem poglavju sem uporabil ¢lanka [2] in [12] . V petem poglavju sem uporabil ¢lanek [12] . V
Sestem poglavju sem uporabil €lanka [1] in [10] . V sedmem poglavju sem uporabil ¢lanka [6] in [20] , v zadnjem poglavju pa
¢lanek [5] .



Poglavje 2

Permutacije

Ze v stari Gréiji so se matematiki sprasevali, na koliko na¢inov lahko razporedimo n elementov na n mest.

2.1 Uvod v permutacije

DEFINICIJA 2.1 [8, 15] : Permutacije velikosti n (iz latinske besede permutare, kar pomeni zamenjati) so razvrstitve n razli¢nih
elementov neke mnozice na n prostih mest. Stevilo vseh permutacij velikosti n oznadimo s P,.

Zanima nas, kako pri danem n poiskati stevilo P,. Pri majhnih vrednostih n lahko to storimo grafi¢no.

ZGLED: V vrsti so razporejene 3 raznobarvne kroglice. Na koliko razli¢nih na¢inov jih lahko premesamo?

Recimo, da so kroglice modre, rdece in rumene barve. Sistemati¢no lahko nariSemo vse moznosti in jih nato prestejemo:

o e

[ ]
oo
o e

Kroglice lahko tudi oznacimo z 1, 2, 3:

123

132

231

213

312

321.

Vidimo, da je P; = 6. ¢

Pri vecjih n pa reSevanje z risanjem in prestevanjem ni uporabno, saj Stevila P, zelo hitro narascajo (Pio je npr. enako
3628800). Zato raje izpeljemo formulo za izra¢un §tevila P, pri danem n.

IZREK 2.2: P, =1-2-3-----n=n!

DOKAZ: Prvemu elementu lahko izberemo mesto v razvrstitvi na n nac¢inov. Drugemu elementu priredimo eno izmed
preostalih n — 1 mest na n — 1 nacin, tretjemu eno izmed preostalih n — 2 mest na n — 2 nacina itd., na koncu nam za n-ti
element ostane le Se eno prosto mesto oziroma ena izbira. Po pravilu produkta lahko torej razvrstitev n elementov na n prostih
mest izberemonan-(n—1)----- 1 = n! nacinov. [ |

2.2 Permutacije kot bijektivne preslikave

DEFINICIJA 2.2 [3, 8,9, 15] : Permutacija elementov mnozice A je bijektivna preslikava mnozice same vase: A : A — A.
V prestevalni kombinatoriki pogosto uporabljamo mnozico prvih n pozitivnih naravnih stevil, ki jo na kratko oznacimo z
[n]. Za vsako naravno Stevilo n je torej [n] = {1,2,...,n}. [§]

2.2.1 Zapisi permutacij

Vsako permutacijo se da zapisati na razli¢ne nacine.

Dvovrstiéna notacija

DEFINICIJA 2.3 [8, 9] : Vsako permutacijo A se da zapisati v obliki dvovrsti¢ne notacije ali tabele tako, da v zgornjo vrstico
zapiSemo stevila od 1 do n, v spodnjo pa slike te preslikave.



1 2 3 ... n
A= (A(l) A2) AB3) ... /\(n)> (2.1)

ZGLED: Recimo, da imamo permutacijo mnozice [4]. Denimo, da preslikava A 1 preslika v 3, 2 preslika v 2, 3 preslika v 4
in 4 v 1. Zapis z dvovrsticno notacijo je:
1234
A= (3 2 4 1>
¢

Ker je pri permutacijah mnozic, ki so ve¢je od [10], dvovrsti¢na notacija nekoliko zamudna, poznamo tudi enovrsti¢no
notacijo.
Enovrsti¢na notacija

DEFINICIJA 2.4 [8, 9] : Vsako permutacijo A se da zapisati z enovrsti¢no notacijo ali zapisom z zaporedjem, pri ¢emer nastejemo
samo slike te preslikave.

A= A1), A\(2), ..., \(n) (2.2)

ZGLED: Permutacijo iz prej$njega zgleda bi lahko zapisali tudi z enovrsti¢no notacijo na slede¢i nacin:

A =3241

Pri notaciji vejice izpuséamo. Ce sliko stevila predstavlja svo ali ve¢mestno stevilo le-tega zapisemo v oklepaj:

A = 5284(11)69137(10)(12)
kar je ena izmed moznih preslikav mnozice [12]. [8] ¢
Ce je A permutacija mnozice [n], lahko recemo, da je A permutacija velikosti n. Mnozico vseh permutacij mnozice [n]
imenujemo simetriéna grupa reda n in jo oznacimo s Sy, [9] .
1z izreka 2.2 sledi, da je mo¢ simetriéne grupe S, enaka n!: [§]
[Sn| = n! (2.3)

Se en dogovor za oznake: za poljubno mnozico A lahko mnozico vseh permutacij mnozice oznacujemo s S(A) [8] .

Zapis permutacije v obliki produkta disjunktnih ciklov

DEFINICIJA 2.5 [8] (postopek cikli¢nega zapisa permutacije): Naj bo k € [n]. Permutacija A € S, je cikel dolZine k, ce

obstaja k razliénih stevil a1,a2,...,ar € [n], tako da je A(a;) = ai41 za i = 1,2,...,k — 1, Aax) = a1 in A(b) = b za vse
b € [n]\{a1,az,...,ar}. Cikel dolzine k po dogovoru zapisemo v ciklicni obliki (a1 a2 -+ ak).

Vsako permutacijo A € S,, lahko zdaj zapiSemo v obliki produkta tujih ciklov. Izberemo poljuben i € [n] in tvorimo zaporedje
i, A(4), A%(i), .... Ker vsi ¢leni tega zaporedja pripadajo konéni mnozici [n], se najkasneje po n korakih nek ¢len ponovi, torej

obstajata j, k € [n], tako da je 7 < k in A7(i) = A\*(i). Ker je permutacija A injektivna preslikava, ki razlicnima elementoma
priredi razliéni sliki, velja M~1(i) = A*71(4), torej tudi N 72(3) = N72(i), M73(3) = \*73(4) itd. vse do A°(i) = M7 (3) =
A*73(4) oziroma i = A*77 (7). To pomeni, da je prvi element, ki se v zaporedju i, A(i), A%(i), ... ponovi, kar zacetni element i.
Tako smo dobili cikel (i A(7) A%(i) --- A*~!(i)) kot faktor permutacije X. Ce je s = n, smo kon&ali, sicer pa izberemo poljuben
g € )\ {i, A(%), A2 (4), ..., A*"1(i)} in tvorimo zaporedje j, A(5), A*(§), . . ., ki nam d4 naslednji cikli¢ni faktor permutacije A. To
ponavljamo, dokler ne izérpamo vseh elementov mnozice [n]. Permutacijo A zdaj zapiSsemo kot produkt dobljenih ciklov. Pri
tem cikli¢nih faktorjev dolzine 1 obi¢ajno ne piSemo, saj jih lahko vedno rekonstruiramo iz poznavanja preostalih faktorjev in
stevila n.

ZGLED: Permutacijo A = i ; :; le g g 57) ) € S7 lahko v obliki produkta tujih ciklov zapisemo npr. kot A =
(14)(2)(375)(6) ali tudi kot A = (1 4)(3 7 5) (s pristavkom, da je A € S7). ¢

2.2.2 Mnozica nosilcev cikla

DEFINICIJA 2.6 [5] : Naj bo X permutacija mnozice [n] z natanko k cikli ¢1, ca, ..., cx. Mnozico nosilcev cikla ozna¢imo s cl(\)
in je mnozica najmanjsih elementov ciklov te permutacije.

cl(A) = {minci, mincy, ..., mincy} (2.4)
ZGLED: Naj bo n=6 in A = (13)(245)(6). Mnozica nosilcev ciklov je {1,2,6}. Za prvi cikel te permutacije je nosilec 1, za
drugi cikel je 2 in za tretji cikel je 6. ¢
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Slika 2.1: Graficni prikaz cikli¢ne permutacije (14)(2)(375)(6)

2.3 Zgledi uporabe permutacij v vsakdanjiku

Pri reSevanju nalog iz permutacij velja pravilo komplementa. Recimo, da v nalogi necesa ne zelimo, npr. ne zelimo, da niz
vsebuje podniz AB. Torej bomo od vseh moznosti brez omejitev odsteli stevilo moznosti, ko nas niz vsebuje podniz AB.

ZGLED 1 [moj zgled] : V sadovnjaku obiramo sadje. Na koliko razliénih na¢inov lahko v vrsto zlozimo 4 razli¢na jabolka,
3 razli¢cne hruske in 5 razli¢nih marelic, ce:

a) vrsta sadja ni pomembna?

Razvrs¢amo 12 sadezev. Torej imamo na prvem mestu na voljo 12 sadezev, na drugem 11 in tako naprej do moznosti izbire
enega sadeza:

12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
To lahko zapiSemo tudi kot:

P12 = 12! = 479001600

Odgovor: Sadje lahko zlozimo na 479 001 600 nacinov.

b) mora istovrstno sadje biti skupaj?

V tem primeru si predstavljamo, da posamiéno vrsto sadja zlozimo v zaboje. V zabojih lahko sadje razvrséamo (4! nac¢inov
za jabolka, 3! za hruske in 5! za marelice). Nato razvrstimo $e zaboje na 3! nacinov, saj si predstavljamo zaboj kot 1 element.
Moznosti je torej:

N =4!-3!.5!.3! =103680

Odgovor: Ko zelimo, da je istovrstno sadje skupaj, imamo 103 680 moznosti za postavitev.

c) istovrstno sadje ne sme biti skupaj?

V tem primeru od vseh moznosti (12!) odstejemo neugodne moznosti za ta primer, torej moznosti iz prejsnjega primera. S
tem upoStevamo pravilo komplementa.

N =121 —4!-4!. 5. 3! = 478897920

Odgovor: Ko zZelimo, da istovrstno sadje ni zloZzeno skupaj, imamo 478 897 920 moznosti.

¢) morajo biti na zacetku jabolka, nato hruske in nazadnje marelice?

Sadje postavimo v zaboje, zabojev pa ne smemo razvricati, torej imamo enako Stevilo moznosti kot v primeru b), le da ne
mnozimo s 3!.

N =4!.3!.5! =17280

Odgovor: Ko zelimo, da so na zacetku jabolka, nato hruske in nazadnje marelice, je moznosti za postavitev 17 280.

d) morajo hruske stati skupaj?

Hruske postavimo v zaboj, ostalega sadja pa ne. Hruske lahko razvrstimo na 3! na¢inov v zaboju, ostalo sadje pa razvrs¢amo
vkljuéno z zabojem, v katerem so hruske. Ta zaboj upostevamo kot 1 element, torej imamo poleg ostalih 9 sadezev Se 1 element,
ki ga moramo razvrstiti.

N = 3!-10! = 21772800

Odgovor: Ko zelimo, da so hruske zlozene skupaj, imamo 21 772 800 moznosti.
e) morajo jabolka biti na zacetku vrste?
Jabolka postavimo v zaboj, zaboj pa postavimo na zacetek in ga ne premikamo. Jabolka v zaboju lahko razvrstimo na 4!,
ostalo sadje pa na 8! nacinov.
N =4!.8! = 967680



Odgovor: Moznosti za razvric¢anje z jabolki na zacetku vrste je 967 680. ¢

ZGLED 2 [moj zgled] : Iz stevk 0, 1, 4, 5 sestavljamo nova $tirimestna Stevila tako, da vsako §tevko uporabimo natanko
enkrat. Koliko je vseh stirimestnih Stevil, ce:

a) dovolimo tudi neprava Stevila?

Neprava Stevila so tista, ki imajo na prvem mestu stevko 0. V tem primeru je moznosti:

Pr=41=24

Odgovor: Ko na prvem mestu dovolimo tudi neprava Stevila, lahko iz mnozice §tevk sestavimo 24 stevil.

b) zahtevamo prava Stirimestna Stevila?

Ko zahtevamo prava Stevila, pomeni, da stevke 0 ne zelimo na prvem mestu. Tedaj imamo 3 - 3! moznosti za razvricanje
Stevk.

3-P3=3-31=18

Odgovor: Ko zahtevamo prava stirimestna Stevila, imamo 18 moznosti za razvrscanje.

c¢) zahtevamo liha prava §tirimestna Stevila?

Ce morajo biti §tevila liha, pomeni, da imamo na zadnjem mestu 2 moznosti. Ker smo eno stevko ze postavili, imamo na
prvem mestu 2 moznosti (Stevilo 0 ne sme biti na prvem mestu), na drugem 2 moznosti in na zadnjem le $e 1 moznost.

2.2-1-2=8

Odgovor: Ko zZelimo razvrscati tako, da dobimo liha Stevila, imamo le 8 moznosti.

¢) zahtevamo prava $tirimestna stevila, ve¢ja od 40007

Ce morajo biti stevila vecja od 4000, pomeni, da imamo na prvem mestu na izbiro le 2 ugodni tevki: 4 in 5. Na drugem
mestu imamo 3 moznosti, ker smo eno Stevko Ze izbrali, na tretjem mestu imamo 2 moznosti in na zadnjem le Se 1 moznost.

2:3-2-1=12

Odgovor: Ko zelimo, da so stevila ve¢ja od 4000, imamo 12 moznosti za razvr$¢anje danih Stevk.

d) zahtevamo prava Stirimestna $tevila, manjsa od 15007

Ker sestavljamo prava Stirimestna Stevila, manj$a od 1500, je lahko na prvem mestu le stevka 1, na drugem pa 0 ali 4. Na
tretjem in Cetrtem mestu sta potem preostali dve Stevki v enem ali drugem vrstnem redu, torej je Stevilo vseh takih stevil enako
1-2-2 =4 (ta stevila so 1045, 1054, 1405 in 1450). ¢

ZGLED 3 [moj zgled] : Iz niza ¢rk besede LOGARITEM sestavljamo nove nize tako, da vsako ¢rko uporabimo natanko
enkrat. Koliko nizov lahko sestavimo, ¢e:

a) ni dodatnih omejitev?

Brez omejitev imamo 9! moznosti za premetavanje vseh érk v besedi LOGARITEM:

Py = 9! = 362880

Odgovor: Crke besede LOGARITEM lahko razvrstimo na 362 880 nacinov.
b) se mora niz zaceti z L?
Ce se mora nas niz zaceti s ¢rko L, pomeni, da imamo le 8! moznosti za razvrséanje preostalih ¢rk.

Pg = 8! = 40320

Odgovor: Ko zelimo ¢rko L na prvem mestu, imamo 40 320 moznosti za sestavljanje nizov.

¢) morajo biti samoglasniki na zacetku niza?

Ce morajo biti samoglasniki na zacetku niza, imamo 4! moznosti za razvri¢anje samoglasnikov, nato pa e 5! moznosti za
premetavanje soglasnikov oziroma ostalih ¢rk.

N =4!-5! =2880

Odgovor: Ko zelimo, da na zacetku niza stojijo samoglasniki, imamo 2 880 moznosti za razvrs¢anje.

¢) morajo samoglasniki biti skupaj?

V tem primeru zahtevamo, da so samoglasniki skupaj. Razvrscamo samoglasnike 0, A, I, E in soglasnike L, G, R, T, M.
Samoglasnike lahko razvrséamo na 4! nacinov. Zamislimo si, da imamo samoglasnike napisane na listkih in jih postavimo v
gkatlico. Nato vklju¢no s soglasniki razvrscamoo Skatlico s samoglasniki, torej je moznosti

N =4!.6! =17280

Odgovor: Ko zelimo, da so samoglasniki skupaj, imamo za razvrs¢anje 17 280 moznosti.
d) se morajo nizi zaceti z nizom RITEM?



Ce se morajo nizi zaceti z nizom RITEM, pomeni, da imamo na prvih petih mestih le eno moznost, nato pa se 4! moznosti
za premetavanje ostalih ¢rk. S érticami si lahko pomagamo tako:
1-1-1-1-1-4-3-2-1

To lahko zapisemo kot:

Py=4'=24
Odgovor: Moznosti za razvricanje, ko se nasi nizi za¢nejo z nizom RITEM, je 24.
€) se nizi ne smejo zaceti z nizom RITEM?
Uporabim pravilo komplementa in od vseh moznosti odstejem moznosti iz prejSnjega primera.
N = 9! — 4! = 362856

Odgovor: Ko se nizi ne smejo zaceti z nizom RITEM, imamo za razvrs¢anje 362 856 moznosti.

f) morajo nizi vsebovati niz LOGAR?

V tem primeru bomo razvrscali niz LOGAR ter ¢rke I, T, E in M. Niz LOGAR vzamemo kot 1 element. Tedaj imamo 5!
moznosti, saj imamo 5 elementov, ki jih bomo premetavali na preostalih mestih.

Ps =5!=120

Odgovor: Ko morajo nasi nizi vsebovati niz LOGAR, imamo 120 moznosti za razvrscanje.
g) morajo samoglasniki biti med soglasniki?
V tem primeru z razmislekom prestevamo ugodne moznosti razvrstitve ustreznih ¢rk na posamezno mesto v nizu:

5.4-4-3-3-2-2-1-1
To zapisemo kot:

N = 5! 4! = 2880

Odgovor: Ko samoglasniki stojijo med soglasniki, je moznosti za razvrs¢anje natanko 2880. ¢



Poglavje 3

Stirlingova, Lahova in Bellova Stevila

Uvodoma podajam zgodovinski pregled znanstvenikov, ki so prispevali k razvoju in uporabi Stirlingovih Stevil 1. vrste:

e James Stirling (11. 5. 1692 - 5. 12. 1770) je leta 1730 v svojem delu Methodus Differentialis prvi¢ omenil Stirlingova
Stevila 1. vrste,

e Masanobu Saka je leta 1782 predstavil kombinatori¢no interpretacijo Stirlingovih stevil 1. vrste,

e Leopold Kronecker (1823 - 1891) je vpeljal simbol, imenovan Kroneckerjeva delta, ta simbol ima zanimive povezave s
Stirlingovimi stevili 1. vrste,

e Ivo Lah (1896 - 1979), slovenski matematik, je vpeljal Lahova §tevila in predstavil povezave s Stirlingovimi Stevili 1. vrste,

e Jovan Karamata (1902 - 1967) je simbol v oglatem oklepaju za Stirlingova Stevila 1. vrste vpeljal leta 1935 v ¢lanku
Theorémes sur la sommabilité exponentielle,

e Donald Knuth (1938) je vpeljal Stirlingova Stevila 1. vrste z negativnimi argumenti,

e Andrei Z. Broder (1953) je leta 1982 odkril r-Stirlingova stevila 1. vrste,

e Hacene Belbachir in Yahia Djemmada sta konec januarja 2021 odkrila (I, r)-Stirlingova Stevila 1. vrste.

Slika 3.1: James Stirling (1692 - 1770)



Slika 3.2: James Stirling: Methodus Differentialis, izdaja iz leta 1764

Slika 3.3: Angleski prevod Stirlingovega najbolj znanega dela, objavljen leta 2003



3.1 Razporejanje elementov po kroznici

Koliko razli¢nih moznosti imamo, da razporedimo n ucencev okoli ene okrogle mize? Pri tem Stejemo dve razporeditvi za enaki,
¢e ima vsak ucenec v obeh razporeditveh istega desnega soseda.

Mozen razmislek:

Najprej razporedimo uéence v ravno vrsto, kar gre na n! na¢inov, nato jih v dobljenem vrstnem redu posedemo za mizo.
Ce nastalo razporeditev zavrtimo za 0 ali 1 ali ... ali n — 1 sedezev, se desni sosedje ne spremenijo, torej je teh n razporeditev

med seboj enakih. Stevilo razliénih razporeditev n ucencev okoli okrogle mize je torej enako %‘ =(n—-1)L

3.2 Sest definicij Stirlingovih stevil 1. vrste

Stirlingova Stevila 1. vrste lahko definiramo na ve¢ nacinov:

DEFINICLJA 3.1 [1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 19, 20] : Stirlingova stevila 1. vrste so:

e Stevila permutacij velikosti n s k cikli,

e 3tevila permutacij mnozice [n] s k cikli,

e koeficienti v razvoju rastocih potenc po navadnih (James Stirling je najprej raziskoval prav te koeficiente),

e Stevila razporeditev n elementov na k kroznic (velikokrat privzamemo, da so elementi ljudje, kroznice pa okrogle mize,
okoli katerih razvriamo ljudi).

e 3tevila razdelitev mnozice [n] na k cikli¢no urejenih blokov.

e vsote vseh produktov n — k elementov mnozice [n — 1]. (glej razdelek druga interpretacija iz teorije stevil)

Stirlingova $tevila 1. vrste oznacujemo na ve¢ nac¢inov. Po najnovejsi literaturi se oznacujejo kot ¢(n, k), po starejsi literaturi
pa kot s(n, k). Pri notacijah je treba paziti, saj lahko pride do nesporazuma. Po novem so s(n,k) predznaena Stirlingova
Stevila 1. vrste, zato je za nepredznacena Stirlingova Stevila 1. vrste uporabljena pisava c(n, k).

V prejsnjem stoletju sta srbski matematik Jovan Karamata in ameriski matematik Donald Knuth predlagala zapis Stirlin-
govih stevil 1. vrste z oglatimi oklepaji:

c(n, k) = m

V nadaljevanju bom uporabljal Karamata - Knuthov zapis.

3.2.1 Primer izracuna Stirlingovega Stevila 1. vrste
Oglejmo si zgled izracuna Stirlingovega stevila 1. vrste.
ZGLED 1: Izra¢unajmo {2] . Ta zapis predstavlja Stevilo vseh permutacij velikosti 4 oz. mnozice [4] z natanko dvema

cikloma.

RESITEV:

Poiscem permutacije velikosti 4, ki so produkt natanko dveh ciklov.

Pri reSevanju teh nalog uporabimo cikli¢ni zapis moznih permutacij. V naSem primeru pois¢emo vse mozne permutacije
velikosti 4 z dvema cikloma. Obstajajo 3 permutacije z dvema cikloma velikosti 2: (12)(34), (13)(24), (14)(23). Obstaja pa Se
8 permutacij velikosti 4 z dvema cikloma, pri ¢emer je prvi cikel velikosti tri, drugi cikel pa velikosti ena: (124)(3), (142)(3),

(134)(2), (143)(2), (234)(1), (243)(1), (123)(4), (132)(4). Moznosti sestejemo: 8+3 = 11, torej je [;1 =11. [8] ¢

;L si lahko predstavljamo kot primer iz vsakdanjika. Zanima nas, na koliko moznih

nacinov lahko 4 u¢ence posedemo okrog 2 okroglih miz. Ucence oznacimo s Stevili od 1 do 4. Imamo slede¢e moznosti:
e za prvo mizo sedita ucenca 1 in 2, za drugo pa ucenca 3 in 4,

za prvo mizo sedita ucenca 1 in 3, za drugo pa ucenca 2 in 4,

za prvo mizo sedita ucenca 1 in 4, za drugo pa ucenca 2 in 3,

za prvo mizo sedijo ucenci 1, 2 in 4, za drugo pa ucenec 3,

za prvo mizo sedijo uenci 1, 4 in 2, za drugo pa ucenec 3,

za prvo mizo sedijo ucenci 1, 3 in 4, za drugo pa ucenec 2,

za prvo mizo sedijo ucenci 1, 4 in 3, za drugo pa ucenec 2,

za prvo mizo sedijo uenci 2, 3 in 4, za drugo pa ucenec 1,

za prvo mizo sedijo uenci 2, 4 in 3, za drugo pa ucenec 1,

za prvo mizo sedijo ucenci 1, 2 in 3, za drugo pa ucenec 1,

za prvo mizo sedijo uenci 1, 3 in 2, za drugo pa ucenec 1.

Vseh moznosti razporeditve je 11 (gl. sliko 3.4).

Izra¢un Stirlingovega Stevila 1. vrste
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Slika 3.4: Grafi¢ni prikaz primera E]

1 1 1
_
2 3 dee 3 2 3

Slika 3.5: Grafi¢ni prikaz primera B]

PRIPOMBA. Pri graficnem prikazu cikli¢ne strukture permutacije velikosti n bomo §tevila 1,2, ..., n vselej postavili v oglisca
pravilnega n-kotnika.

ZGLED 2: Oglejmo si Se primer, ko je n = 3.

Izracun [2} sprasuje po Stevilu permutacij velikosti 3 oziroma mnozice [3] z natanko 2 cikloma. Obstajajo 3 permutacije

velikosti 3 z dvema cikloma, pri ¢emer je en cikel velikosti 2, drugi pa velikosti 1: (12)(3), (23)(1), (13)(2). Iz tega sledi B] =3.
¢
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3.2.2 Pomembne trditve o Stirlingovih Stevilih 1. vrste

O Stirlingovih §tevilih 1. vrste veljajo naslednje trditve:

TRDITEV 3.2 [4, 8, 12, 13] :
1. Permutacija velikosti n ne more biti produkt ve¢ kot n tujih ciklov, zato velja:

mzo,imn A k<O (3.1)
2. Ce je stevilo ciklov enako velikosti permutacije, imamo samo 1 moznost razporeditve.
n
M =1 (3.2)

Edina permutacija velikosti n z n cikli je identiteta, torej je Stevilo taksnih permutacij enako 1.
3. Permutacija velikosti n z enim ciklom je cikel dolzine n, teh pa je (n — 1)! (glej prvi razdelek tega poglavja).

m =(n-1) (3.3)

4. Permutacija velikosti n z n — 1 cikli ima natanko en cikel dolzine 2, ostali so dolzine 1. Taksnih permutacij je torej toliko,
na kolikor nacinov lahko izmed n elementov izberemo dva, ki bosta v ciklu dolzine 2. To pa gre na (g) nacinov (glej definicijo

3.10), torej je:
n n
[n - 1} - (2) (3.4)
Veljata pa Se naslednji trditvi:

5.Stevilo permutacij dolzine n, ki imajo n — 2 cikla je enako:

[n " 2} = i(:m —1) (g) (3.5)

6. Stevilo permutacij dolzine n, ki imajo n — 3 cikle, je enako

()

ZGLED [moj zgled] : Oglejmo si nekaj primerov uporabe trditve 3.2.

: -

3‘ HE

3. {111}:(471)!:3!:6
4’ - ()-

3.3 Rastoce in padajoce potence

Razlikujemo ve¢ razli¢nih vrst potenc.
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3.3.1 Navadne potence

Navadne potence, kot jih Ze vsi poznamo, so zaporedno mnozenje nekega Stevila. Stevilo x je pri naslednji definiciji osnova,
stevilo n pa eksponent.

DEFINICIJA 3.3 [4, 8] : Navadne potence, ki jih Ze vsi poznamo, so produkti enakih faktorjev. Pri potenci 2™ je Stevilo z
osnova, Stevilo n pa eksponent. Njeno vrednost izratunamo po formuli

n /_/%
=T -x- -z T (3.7)

ZGLED: Izra¢unajmo, koliko je 38.
RESITEV: 3®=3.3-3-3-3-3-3.3 =6561. ¢
3.3.2 Rastoce potence

DEFINICIJA 3.4 [4, 8] : Vrednost rastoce potence " je produkt n faktorjev, katerih prvi je =, vsak naslednji pa je za 1 vegji
od prejSnjega:

2 =z -(z4+1)x(@z+2) - (z+n—-1) (3.8)
= [[e+k-1) = [J@+H (3.9)
k=1 k=0

ZGLED [moj zgled] : Izracunajmo 6% in 5°.
RESITEV:

N
B
|

6(6+1)(6+2)(6+3) = 6-7-8-9 = 3024
52 = 5(5+1) = 5-6 = 30
¢

Za rastoco potenco ™ najdemo na razli¢nih podrogjih matematike se druge oznake, npr. Pochhammerjev simbol (z)s.

3.3.3 Padajoce potence

DEFINICIJA 3.5 [4, 8, 16, 19] : Vrednost padajoce potence z™ je produkt n faktorjev, katerih prvi je z, vsak naslednji pa je za
1 manjsi od prejsnjega:

=z (z—1)-(x—2)---- (z—n+1) (3.10)
n n—1
= [[@-k+1) = [[@-k) (3.11)
k=1 k=0
ZGLED [moj zgled] : Izracunajmo 6% in 52.
RESITEV:
64 = 6(6-1)(6-2)(6-3) = 6-5-4-3 = 360
52 = 5(5—1) = 5-4 = 20
¢

3.3.4 Stevilo 0 v povezavi s potencami in fakultetami

Raziskal sem nekaj zanimivih trditev, kaj se zgodi, ¢e v katerokoli potenco oziroma fakulteto vstavimo 0. Najbolj me je ocarala
trditev, ki sledi.

TRDITEV 3.6: [4,8,12] : 0! =1

DOKAZ (iz prevedbe enacbe 3.3): Vemo, da je n! enako n - (n — 1)!. Ce vstavimo namesto stevila n stevilo 1, dobimo, da
je 1! enaka 1-0!. Od tod sledi, da je 0! enako 1. B

Za potence velja: [8, 12] :

a) 0° = 1 in prav tako tudi z° =1

b) 0° =1 in prav tako tudi z° =1

¢) 02 = lin prav tako tudi 22 = 1.

OPOMBA: V prejsnjih enac¢bah gre za privzete vrednosti, ki maksimalno razsirijo veljavnost nekaterih pomembnih oziroma
koristnih formul in izrekov.
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POSLEDICA: Ker so Stirlingova stevila 1. vrste tudi koeficienti med rasto¢imi in navadnimi potencami, iz trditve 3.7 sledi,
da je:
0
M =1 (3.12)

zaradi Cesar smo prejsnje trditve tudi potrebovali.

3.3.5 Padajoce in rastoce potence kot polinomi
Polinomi so funkcije, ki jih lahko zapiS§emo v obliki vsote produktov §tevilskih koeficientov s potencami neodvisne spremenljivke.
Kvadratna funkcija je denimo polinom 2. stopnje. [4, 17]

f(z) = az® + bz + ¢ (3.13)

V kombinatoriki so najpreprostejsa zaporedja tista, pri katerih lahko n-ti ¢len podamo v obliki nekega polinoma spremenljivke
n. Pri zapisu bom sedaj namesto spremenljivke z uporabljaj spremenljivko «, saj bo potenciranje tako bolj razvidno.

1=1 (3.14)

a=a (3.15)

ala+1)=a’+a (3.16)

ala+1)(a+2) = a® 4 30° + 20 (3.17)

ala+ 1) (a+2)(a+3) = ot +6a° +11a% + 6a (3.18)
ala+1)(a+2)(a+3)(a+4) =a® +10a* + 35a° + 500° + 24 (3.19)

V razvoju padajoce potence po navadnih potencah dobimo koeficiente z enakimi absolutnimi vrednostmi kot pri razvoju
rastoce potence z istim eksponentom, le da njihovi predznaki alternirajo:

ala —1)(a—2)(a—3)(a—4) = a® —10a* 4 35a° — 500° + 24« (3.20)

8, 12]
Koeficiente, ki so Stirlingova Stevila 1. vrste dobimo na enak nacin kot v slede¢em zgledu:
ZGLED [moj zgled] :

=

o =ala+1)(a+2)(a+3) =
= (a® 4+ a)(a® + 5a + 6)
=a*+a’
+ 5a° 4 50°
+ 6a” + 6a

aZ: a4+6a3+11a2+6a

Koeficienti v teh polinomih so ravno Stirlingova Stevila 1. vrste. Te polinome obcasno imenujemo tudi Stirlingovi polinomi
1. vrste. Stirlingove polinome 1. vrste lahko zapiSsemo tudi s pomocjo Stirlingovih matrik 1. vrste. Ve¢ o njih v 4. poglavju.

3.4 Nekatera sorodna kombinatori¢éna Stevila

3.4.1 Stirlingova Stevila 2. vrste

DEFINICIJA 3.7 [4, 8] : Stirlingovo stevilo 2. vrste je Stevilo vseh razdelitev mnozice [n| na k nepraznih, paroma tujih,
neurejenih mnozic B, Ba, ..., Bi, imenovanih bloki, katerih unija je A.

Stirlingova $tevila 2. vrste so ravno tako poimenovana po Jamesu Stirlingu in jih oznacimo s S(n, k) oziroma po Karamata
- Knuthovem zapisu:

Ocitno velja

13



{nﬁl} N {nil} - (Z) (3.21)

DOKAZ: Da je [nﬁl] = (g), ze vemo. Pri razdelitvi mnozice [n] na n — 1 blokov ima eden od blokov dva elementa, vsi
ostali pa po enega. Blok mo¢i 2 lahko izberemo na (%) nacinov, torej je tudi {,"1} = (3). [4, §] [ ]

3.4.2 Lahova Stevila

DEFINICIJA 3.8 [4, 8] : Lahova $tevila so Stevila vseh razdelitev mnozice [n] na k nepraznih linearno urejenih blokov. Oznacimo
jih z L(n, k) oziroma v Karamata — Knuthovem zapisu z

n
R -
Definiral jih je Ivo Lah leta 1954.
Zanimiva je povezava med Stirlingovimi Stevili obeh vrst in Lahovimi Stevili:

-£ 16

§=0

G < <[i]e s

Za vse n, k € N velja:

3.4.3 Kombinacije

DEFINICIJA 3.9 [4, 8] : Kombinacije so neurejeni izbori, ki prestevajo Stevilo podmnozic mnozice [n] z mocjo k.
Oznaéimo jih s C¥ oziroma z binomskim simbolom:
n
3.25
(+) (3.5

k
n n—
<k> - (3.26)
3.4.4 Bellova Stevila

DEFINICIJA 3.10 [4, 8] : Bellovo stevilo je stevilo vseh neurejenih razdelitev mnozice [n] in je definirano s sledeco vsoto:

B(n) = Zn: {Z} (3.27)

k=0

Kombinacije ra¢unamo po formuli: [4, 8]

Bellova stevila se imenujejo po matematiku Ericu Templu Bellu (1883 - 1960).

Lahko bi rekli, da so Bellova stevila za Stirlingova stevila 2. vrste kot fakultete za Stirlingova Stevila 1. vrste (glej razdelek
Tabela Stirlingovih stevil 1. vrste).

Definicijo Bellovih §tevil bomo potrebovali v petem poglavju.

3.5 Izrek in rekurzivna zveza za Stirlingova Stevila 1. vrste

V tem razdelku bom predstavil zanimiv izrek, ki povezuje rastoce potence in navadne potence ter ga primerjal z ostalimi
kombinatori¢nimi Stevili. Na enak nacin bom predstavil Se rekurzivno zvezo.

3.5.1 Rekurzivna zveza za Stirlingova Stevila 1. vrste
TRDITEV 3.11 [4, 8] : Za vsaka n in k velja:

n n—1 n—1
-]y .
DOKAZ [4, 8] : Permutacije mnozice [n] s k cikli razdelimo na 2 razreda oz. na 2 skupini: tiste, v katerih je n v ciklu
dolzine 1, in tiste, v katerih je n v ciklu dolzine vsaj 2. Ce je element n v svojem ciklu in ga odstranimo, dobimo permutacijo
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. - . . . .. —1] =~ . . . .
mnozice [n — 1] s k — 1 cikli. To pomeni, da je Stevilo permutacij v prvem razredu enako [Z B 1} . Ce je n v ciklu dolzine vsaj

2 in ga izbriSemo, dobimo permutacijo mnozice [n — 1] s k cikli, ki jih je {n " 7|. Vendar pa brisanje stevila n iz permutacij

k
drugega razreda ni bijektivna preslikava: za n = 7 in k = 3 denimo dobimo isto permutacijo (164)(23)(5) iz permutacij

(1764)(23)(5), (1674)(23)(5), (1647)(23)(5), (164)(273)(5), (164)(237)(5), (164)(23)(57)

Hitro lahko opazimo, da permutacijo mnozice [n — 1] s k cikli dobimo iz natanko n — 1 permutacij mnozice [n] s k cikli, saj
lahko n vstavimo za katerokoli od n — 1 stevil v permutaciji. To dokazuje, da je Stevilo permutacij v drugem razredu enako

(n71)[”;1}. n

ZGLED [moj zgled] : Oglejmo si primera uporabe druge rekurzije, s pomocjo katere za zacetek izra¢unajmo, koliko je
4
2

ﬁ _ {3}4-(4—1) [3] =24+3x3=2+9=11

Po rekurziji bo:

1 2

Za drugi zgled izracunajmo, koliko je

Po rekurziji bo

[g} = [;1}+(571) E} =11+4x6=35

Primerjava rekurzivnih zvez med kombinatoriénimi stevili

1. Stirlingova Stevila 1. vrste

m - [Z - ﬂ -1 {n; 1} (8] (3.29)

2. Stirlingova stevila 2. vrste
{Z}:{Z:i}Jrk{n;l} (8] (3.30)
m - U@L - iJ -1+ m 8] (3.31)

(Z) = (Z_i) + (”k 1) 8] (3.32)

3.5.2 Stirlingov izrek 1. vrste

3. Lahova stevila

4. Kombinacije

Stirlingov izrek 1. vrste imenujemo tudi izrek o zapisu rastocih potenc z navadnimi potencami.
IZREK 3.12 [8] : Velja:

a" =3 m oF (3.33)

k=0
DOKAZ: (z indukcijo) [9] : Uporabimo indukcijo po n. Za n = 0 sta obe strani enaki 1. Predpostavimo, da trditev velja za
n — 1. Potem je

aﬁ:aﬁx(a—kn—l):(z{ngl]ak)x(a—i—n—l): (3.34)
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in s tem je indukcija koncana. n

OPOMBA pri dokazu: Indukcija (oz. popolna indukcija) je na¢in dokazovanja izrekov, trditev, itd. v matematiki za mnozico
N. Za popolno indukcijo sta znacilna dva koraka, in sicer:

1. Trditev (ali izrek) najprej dokazemo za Stevilo n = 1. Ce trditev za stevilo 1 ne velja, je trditev napacna in jo ovrzemo.
Ce pa trditev za tevilo 1 velja, nadaljujemo z naslednjim korakom.

2. Sedaj zelimo, da dana trditev velja Se za vse ostale primere. To preverimo v dveh korakih: najprej predpostavimo, da
trditev velja za naravno Stevilo n, nato pa s pomocjo te predpostavke dokazemo, da velja tudi za Stevilo n + 1

Tako smo trditev s pomoéjo popolne indukcije dokazali. [18]

ZGLED [moj zgled] : Za uporabo te trditve glej razdelek 4.6 (interpretacija iz teorije stevil). ¢

Primerjava z ostalimi kombinatoricnimi Stevili

1. Stirlingova Stevila 1. vrste

o = m o 9] (3.35)
k=0
2. Stirlingova Stevila 2. vrste
o = {Z} o (9] (3.36)
k=0
3. Lahova stevila
o = m o [9] (3.37)
k=0

3.6 Tabela vrednosti Stirlingovih stevil 1. vrste

S pomogjo vseh izrekov in trditev lahko skonstruiramo tabelo Stirlingovih Stevil 1. vrste. [4, 8, 12]

(nk O] 1 [ 2 [ 3 | 4 [ 5 [6]7][8]
0 [1] 0 0 0 0 0 0O Jo0]oO
1 o] 1 0 0 0 0 | 0|00
2 [0 1 1 0 0 0 |0 [0]o
3 [0 2 3 1 0 0 0 [0]o0
4 o] 6 11 6 1 0 |0 ]0]0
5 [0 24 [ 50 3 | 10 | 1T [0 ]0]0O
6 [[0] 120 | 274 | 225 | 85 | 15 | L |0 |0
7 |[0] 720 | 1764 | 1624 | 735 | 175 | 21 | 1 | O
8 |[0 | 5040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 | 322 | 28 | 1

3.6.1 Izrek o vsoti vrednosti Stirlingovih Stevil
IZREK 3.13 [8] : Velja:

k:) m =nl (3.38)

DOKAZ [8] : Stirlingovo stevilo 1. vrste [}] je Stevilo vseh permutacij velikosti n z natanko k cikli, torej je vsota >, _, 7]
enaka Stevilu vseh permutacij velikosti n, to pa je, kot vemo, ravno n!.
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3.7 Dve interpretaciji Stirlingovih Stevil 1. vrste iz teorije Stevil

Poleg kombinatori¢ne interpretacije Stirlingovih Stevil 1. vrste poznamo interpretacijo iz teorije stevil. Najprej bom predstavil
prvo.

3.7.1 Prva interpretacija

DEFINICIJA 3.14 [12] : Stirlingovo §tevilo 1. vrste lahko dobimo tudi tako, da potenciramo ", nato pa poiséemo k-ti clen
potence. Koeficient k-tega Clena je Stirlingovo Stevilo 1. vrste.

ZGLED [moj zgled] : Izra¢unajmo B} Najprej potenciramo « na rastoco potenco 5:

@ = ala+1)(a+2)(a+3)(a+4) = 24a + 500° + 350° + 10a” + «

g} je 50. Ta interpretacija izhaja iz

Stirlingovega izreka za Stirlingova Stevila 1. vrste. ¢

Pois¢emo drugi ¢len polinoma. Vidimo lahko, da ima ta ¢len koeficient 50 in tudi {

3.7.2 Druga interpretacija
DEFINICIJA 3.15 [12] : Stirlingovo Stevilo 1. vrste je vsota vseh produktov n — k elementov mnozice [n — 1].
ZGLED [moj zgled] : Izra¢unajmo Stirlingova §tevila {ﬂ , {4} , {4] , [ﬂ po drugi teoreti¢no - Stevilski interpretaciji.

21713
- 111 = (uporabljali bomo mnozico [4 — 1] = [3] kot tudi v vseh naslednjih zgledih) = 1 x 2 x 3 = 6 (izrac¢unamo produkt,
pa éeér{w ne vsebuje ¢lena vsote).
- ;1 =1-241-3+2-3=11
- g =1424+3=6
- j =1-2-341-2-44+1-3-44+2-3-4=50 ¢
OPOMBA [12] : Prvo interpretacijo bi lahko uporabili tudi kot dokaz druge.

3.8 Stirlingova Stevila 1. vrste v povezavi s Kroneckerjevo delto

DEFINICIJA 3.16 [12] : Kroneckerjeva delta je funkcija dveh spremenljivk 4, j, ki je enaka 1, ¢e sta spremenljivki enaki, in
enaka 0, Ce sta spremenljivki razli¢ni.
Simbol se imenuje po Leopoldu Kroneckerju (1823 - 1891), ki ga je vpeljal leta 1866.

_J Li=g
5i _{ N (3.39)
ZGLED [moj zgled] :
56,6 =1
d¢,7 =0
¢

Sedaj pa si oglejmo povezavi s Stirlingovimi Stevili 1. vrste.
TREDITEV 3.17 [12] :Velja:

m =m0 (3.40)

Da to drzi, se lahko hitro prepricamo z vrednostmi v tabeli. Iz te trditve izhaja tudi trditev, da je [8} =0.

ZGLED [moj zlged] : Izra¢unajmo {(6)} Ker 6 # 0, je rezultat enak 0. ¢
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Poglavje 4

Stirlingove matrike

Stirlingova Stevila 1. vrste lahko definiramo tudi kot matriko, pri kateri s pomocjo dveh stolpcev zapisemo rastoce produkte.

4.1 Stirlingova matrika 1. vrste in njena definicija

DEFINICIJA 4.1 [12] : Stirlingova matrika 1. vrste predstavlja potenciranje rasto¢ih potenc.

1 1 0 0
@ 0 1 0
Ofg 0 1 1
a” 0 2 3
atl =10 6 11
a® 0 24 50
of 0 120 273
o7 0 720 1764
oF 0 5040 13068

0 0

0 0

0 0

1 0

6 1
35 10
225 85
1624 753
13132 6769

175
1960 322

coococo
coocoococo
R =R=R=R= =l
%QNQ’A

— O OO0 000 oo
o N o v

e ReoLe o

[\]
oo

(4.1)

Stirlingova matrika je druga matrika izmed treh v tej enacbi. Vidimo lahko, da ima vrednosti Stirlingovega Stevila 1. vrste.
Stirlingovo stevilo 1. vrste pa lahko najdemo po prvi §tevilsko - teoreti¢ni interpretaciji in sicer tako, da pogledamo vrstico prve
matrike, kjer se eksponent rastoce potence sklada z izbranim n, ter pois¢emo v drugi matriki k-ti element po vrsti v zaporednem

n-tem stolpcu (zacnemo Steti z 0). Tako najdemo Stirlingovo stevilo 1. vrste.
ZGLED[moj zgled] : o® = 0x 1424 xa+50x A +35xa®+10x o’ +1xa’.

Ce zapis uredimo, dobimo oa® = 24a + 5002 + 3502 + 10a* + .

4.2 Primerjava Stirlingove matrike 1. vrste s Pascalovo matriko

DEFINICIJA 4.2 [2, 12] : Pascalova matrika daje koeficiente potenciranja « 4+ 1 na poljubno, v tem primeru, navadno potenco.

'S
Il
= R e e e e e

~N OOtk W~ O

[oce]

w = o o

6
10
15
21
28

= —_ 0 O O

—_
o

20
35
56

U= OO OO

1
35
70

ot

0

D= OO OO

[\

1
56

iR es R e R e B e B an)
_ o OO oo oo
o O O OO

Q

Qe o e e

® N O Ok W N

[
Q

Vidimo lahko, da se v 2. martiki prejsnje enacbe skriva Pascalov trikotnik in vrednosti binomskih koeficientov, ki jih dobimo
na enak nacin kot Stirlingova stevila 1. vrste v njihovi matriki.

ZCGLED [moj zgled] : Potencirajmo (a + 1)*.

(@+1)'=1-14+4-a+6-a>+4-a°+1-a*

Ce zapis uredimo, dobimo

(a+1)4:1+4a+6a2+4o¢3+a4.
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4.3 Primerjava Stirlingove matrike 1. vrste s Stirlingovo matriko 2. vrste

O tem, kako sta Stirlingova matrika 1. vrste in Stirlingova matrika 2. vrste povezani, bom predstavil v naslednjem poglavju.
DEFINICIJA 4.3 [12] : Stirlingova matrika 2. vrste je:

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
a 01 0 0 0 0 0 0 0 o
o? 0 1 1 0 0 0 0 0 0f]a®
ol 01 3 1 0 0 0 0 of]a®
=101 7 6 1 0 0 0 0ffa* (4.3)
o 0 1 15 25 10 1 0 0 0f]ea®
ab 01 31 9 65 15 1 0 0] |a®
a’ 0 1 63 301 350 140 21 1 0f|a”
o 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 of
ZGLED [moj zgled] : Za zgled potencirajmo «®. Po matriki bo to:
®=0-a+1-at+15-02+25-a2+10-at+1-a°
Ce zapis uredimo, dobimo:
o’ =a + al—&— 15042—1— 25oz§+ 100 + o?
¢
4.4 Primerjava Stirlingove matrike 1. vrste z Lahovo matriko
DEFINICIJA 4.4 [12] : Lahova matrika je:
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
@ 0 1 0 0 0 0 0 0 0|fa
0% 0 2 1 0 0 0 0 0 0] ]a?
o” 0 6 6 1 0 0 0 0 0] ]a®
ol =10 24 36 12 1 0 0 0 0ot (4.4)
o 0 120 240 120 20 1 0 0 0] ]a®
of 0 720 1800 1200 300 30 1 0 0f]a®
of 0 5040 15120 12600 4200 630 42 1 0] |a%
o8 0 40320 141120 141120 58800 1176 1176 56 1/ \a®
ZGLED [moj zgled] : Potencirajmo o’ preko rastocih potenc.
@® =0-14 12024002 +120-20a% +1-a®
Ce zapis uredimo, dobimo:
a® = 1200t + 24002 + 12002 + 200 + o
¢
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Poglavje 5

Predznacena Stirlingova stevila 1. vrste

Vrednosti predznacenih Stirlingovih §tevil 1. vrste najdemo v inverzni Stirlingovi matriki 1. vrste. Znano je, da so nekatere
vrednosti negativne. Tudi ta Stevila je odkril James Stirling, ko se je spraSeval, kaksne vrednosti dobimo, ko zapiSemo inverzno
Stirlingovo matirko.

5.1 Definicija predznacenih Stirlingovih Stevil 1. vrste

DEFINICIJA 5.1 [12] : Predznaceno Stirlingovo stevilo 1. vrste je:

st k) = (-1 7] (5.1)
Predznaceno Stirlingovo stevilo 1. vrste ozna¢imo s s(n, k). Zapisa s Karamatovo notacijo ne uporabljamo. Lahko dokazemo,
zakaj lahko predznacena Stirlingova Stevila definiramo na 2 nacina. Ko §tevilo -1 potenciramo na sestevek/odstevek dveh enakih

Stevil, dobimo isto Stevilo: sodo ali liho.
Ocitno je, da velja:

[12]

5.2 Inverzne Stirlingove matrike 1. vrste

Ce iz Stirlingove matrike 1. vrste izpeljemo inverzno Stirlingovo matriko, dobimo: [9, 14]

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
@ 0 1 0 0 0 0 0 0 0|fa
a 0 1 1 0 0 0 0 0 0f]ea?
o’ 0 2 3 1 0 o 0 o0 0]]a®
=10 6 11 6 1 0 0 0 0[] — (5.3)
a® 0 24 50 35 10 1 0 0 0o]fa°
b 0 120 273 225 8 15 1 0 0f]a®
o7 0 720 1764 1624 753 175 21 1 o0 |a7
oF 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1/ \a®
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
alfo 1 0 0 0 0 o 0o of[%
o? 0 -1 1 0 0 0 0 0 of %
Allo 1 =3 1 0 0 o o o]
oaAllo -1 7 —6 1 0 0 0 o]a (5.4)
Allo 1 —-15 25 -—10 1 0 0 of|a®
allo -1 31 -9 65 —15 1 0 0| ]af
"] l0 1 —63 301 =350 140 —21 1 0|7
a®/ \0 -1 127 -966 1701 —1050 266 —-28 1/ \ s

in se lahko hitro prepricamo, da vrednosti ustrezajo definiciji predznacenih Stirlingovih stevil 2. vrste, definiranih kot:
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5.3 Primarjava z drugimi inverznimi matrikami

_q(ntk) J T
100 {11,

(5.5)

5.3.1 Primerjava inverzne Stirlingove matrike 1. vrste z inverzno Stirlingovo matriko

2. vrste

DEFINICIJA 5.2 [12] : V inverzni Stirlingovi matriki 2. vrste dobimo enake vrednosti kot pri Stirlingovi matriki 1. vrste, le da
so nekatere vrednosti negativne. Vrednosti so negativne po diagonalah.

1 1 0 0

o 0 1 0

a2 0 -1 1

o 0 2 -3

ot =10 -6 11

a® 0 24 —50

ol 0 -120 273

ot 0 720 —1764

ao® 0 —5040 —13068
1 1 0 0
« 01 0
o? 01 1
o 01 3
atl=10 1 7
a® 0 1 15
ab 0 1 31
a’ 0 1 63
o 0 1 127

0
0
0
1
—6
35
—225
1624
—13132

0
0

o = O

[\]
ot

90
301
966

o O OO

—-10
85
—753
6769

_ o o OO

—_
o

65
350
1701

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

—15 1
175 —21
—1960 322

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
15 1 0
140 21 1
1050 266 28

OO OO o oo

by
03]

— O OO0 00O oo

Q

w N o e W N

—oocococoooQ
R LR LR~

—_

Dobljeno matriko imenujemo Stirlingova matrika 2. vrste in v njej najdemo vrednosti Stevil {Z} [12]

Prvotna matrika pa je matrika predznacenih Stirlingovih stevil 1. vrste.

5.3.2 Primerjava inverzne Stirlingove matrike 1. vrste z inverzno Lahovo matriko

Vrednosti v inverzni Lahovi matriki so vrednosti predznacenih Lahovih stevil (—1)" {

1 10 0
“© 0 1 0
a_ 0 2 1
o® 0 6 6
a'l =10 24 36
a® 0 120 240
ab 0 720 1800
o 0 5040 15120
oF 0 40320 141120
1 1 0 0
a 0 -1 0
o2 0 2 1
o2 0 —6 —6
11 =10 24 36
o® 0 =120 —240
ol 0 720 1800
ot 0 —5040 —15120
ol 0 40320 141120

n
kJ [12]
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 a
0 0 0 0 0 0f]a®
1 0 0 0 0 0] |2
12 1 0 0 0 0ff|at] — (5.7)
120 20 1 0 0 0f a2
1200 300 30 1 0 0] |a®
12600 4200 630 42 1 0f |o%
141120 58800 1176 1176 56 1/ \o®
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 o o ofll|%
0 0 0 0 0 0 0‘5
-1 0 0 0 0 of o
12 1 0 0 0 of]a (5.8)
—120 —20 -1 0 0 0 a’®
1200 300 30 1 0 0f]a8
—12600 —4200 —630 —42 -1 O |7
141120 58800 1176 1176 56 1/ \ &
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(—pn* {Z} (—1)n—k z
HERH
o b (@)

\—/

(~1)"*L(n, k)

Slika 5.1: Povezava kombinatori¢nih Stevil.

5.4 Inverz Stirlingovega zreka 1. vrste

Preko inverzne Stirlingove matrike 1. vrste lahko pridemo do sledece trditve:
IZREK 5.3 [8] : Ce a zamenjamo z —a in namesto Stirlingovega Stevila 1. vrste vstavimo predznaceno Stirlingovo Stevilo
1. vrste, dobimo:

at = Z::;(n,k)o/C (5.9)

k=0
DOKAZ: Izrek izhaja iz inverznih Stirlingovih matrik. |

n

5.5 Graficni prikaz kombinatoricnih in predznacenih kombinatori¢nih
Stevil
Preko inverznih matrik in matrik lahko ugotovimo presenetljivo povezavo med razlicnimi zapisi potenc, ki jo ponazarjajo

razliéna kombinatoriéna Stevila. Povezavo predstavlja slika 5.1. Namesto (—1)"*/~F {Z} bi lahko uporabljali simbol s(n, k),

namesto simbola (—1)"+/7k Z bi lahko uporabljali simbol S’(n, k), namesto simbola L(n, k) bi lahko uporabljali simbol {ZJ

in namesto simbola (—1)"L(n, k) bi lahko uporabljali simbol I(n, k).

5.6 Stirlingova Stevila 1. vrste z negativnimi argumenti

V tem poglavju bom predstavil nekaj osupljivih dejstev o ra¢unanju Stirlingovih stevil z negativnimi celimi stevili. Naj dodam,
da se negativna cela Stevila v Stirlingovem §tevilu lahko nahajajo le, ko sta n in k negativni §tevili, ali ko je n negativno celo
stevilo, k pa pozitino celo stevilo. V prestevalni kombinatoriki nikoli ne uporabimo kombinacije, ko je n pozitivno celo stevilo,
k pa negativno celo stevilo [4] .

S Stirlingovimi Stevili 1. vrste z negativnimi vrednostmi se je ukvarjal matematik Donald Knuth.

5.6.1 Definicija in racunanje Stirlingovega Stevila 1. vrste z negativnimi argumenti
5.6.1.1 n,k € Z~

DEFINICIJA 5.3 [1] :Stirlingovo Stevilo 1. vrste, ko sta n in k negativni celi Stevili, se izrac¢una kot:

-

oziroma,
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9-(

Ko pa zelimo izracunati

si pomagamo s sledeco formulo:

=)

pri ¢cemer Se vedno velja, da mora biti k¥ < n, da bo rezultat vecji od 0.
S pomocjo prejsnje definicije lahko skonstruiramo tabelo za Stirlingovo §tevilo 1. vrste, ko sta n in k negativni celi Stevili.

[nk[-1[2[-3]-4]-5]
T 11111
2013|715
30lo]1]6 |
A 000|110
5 0jo]o]0 1

Naj dodam, da mora biti n po absolutni vrednosti manjsi od k, ¢e zelimo dobiti vrednost vecjo od 0.
ZGLED [moj zgled] : Izracunajmo Stirlingovi stevili:

Po definiciji 6.1. bo torej:

===

Dobimo rezultata 0 in 350 (vrednost lahko dobimo v Stirlingovi matriki 2. vrste). ¢

5.6.1.2necZ keN
TRDITEV 5.4 [1] : Za izrac¢un velja naslednja trditev:

[_kn} - (71,37“ Z (jz)cm (?) (5.12)

=1

ZGLED [1] : Sedaj pa si oglejmo zgled uporabe rekurzivne zveze. Izra¢unajmo

-5 1 10 10 5 1 1 10 10 5 1
et E st mt st E w ) (5:13)
Ko izracunamo vrednost izraza, dobimo
874863
25920000 (5.14)
¢

TRDITEV 5.5 [1] : Ko je k liho stevilo, so vrednosti pozitivne.

Da to velja, se lahko hitro prepricamo, ko skonstruiramo tabelo.
[ek] 0 [t [ 2 3 | 4 ]
-1 1 1 1 1 1
I 3 7 5 31
2 |l-3 [ 13 | -3 " 16 v
3 T T 85 575 3661
6 6 216 1296 7776
_4 T [ _ 25 | _ A4l5 — 5845 —76LIT
24 288 3456 41472 107664
5 1 157 12019 874853 58067611
120 7200 | 432000 | 35920000 | 1555200000

Ni tezko opaziti, da velja (po enacbi definicije Bellovega Stevila) [1] :

f [:ﬂ = B(k) (5.15)

in

f hn] = B(—k), (5.16)



kjer je B(k) Bellovo stevilo z naravnim $tevilom in B(—k) Bellovo $tevilo z negativnim celim $tevilom.
Ce pa je tudi k negativno celo §tevilo, dobimo:

f [:Z} = B(n) (5.17)

ZGLED [1] :
> {_24} = B(-2) ~ 0,421 (5.18)

5.6.2 Zanimiva izreka

Zelo zanimivo povezavo s padajo¢imi potencami imajo Stirlingova Stevila 1. vrste, ko je n negativno celo §tevilo in ko je k
pozitivno celo stevilo. [1]

ot = i h”] o n>0 (5.19)

ot i [:Z] 0" (5.20)
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Poglavje 6

r-Stirlingova stevila 1. vrste

Andrei Z. Broder je leta 1982 v ¢lanku The r-Stirling numbers prvi¢ opisal ta Stevila in predstavil njihovo kombinatori¢no
interpretacijo. V tem poglavju bom predstavil nekaj osnovnih izrekov in trditev ter nekaj primerov izracuna.

6.1 Definiciji r-Stirlingovih stevil 1. vrste

DEFINICIJA 6.1 [20] : r-Stirlingovo Stevilo 1. vrste je Stevilo permutacij mnozice [n] s k cikli tako, da so §tevila 1, 2, 3, ... rv

razli¢nih ciklih.
n
] -

V 2. poglavju sem definiral nosilce cikla. Tako lahko r-Stirlingova Stevila 1. vrste definiramo tudi s pomodjo nosilcev cikla,
in sicer: r-Stirlingovo Stevilo 1. vrste Steje Stevilo permutacij mnozice [n] oz. permutacij A z natanko k cikli tako, da so Stevila
1,2, ...,7 nosilci ciklov.

6.1.1 Racunanje r-Stirlingovega stevila 1. vrste
Oglejmo si dva zgleda.

ZGLED 1: Izra¢unajmo B] . Zanima nas, koliko permutacij mnozice [4] ima natanko 2 cikla, tako da §tevili 1 in 2 nista
2

v istem ciklu. Moznosti je 6, saj so mozni cikli (134)(2), (143)(2), (243)(1), (234)(1), (13)(24), (14)(23). Grafi¢ni prikaz je na
sliki 6.1.

Po drugi definiciji bi lahko rekli, da is¢éemo permutacije mnozice [4] z natanko 2 cikloma tako, da sta $tevili 1 in 2 nosilca
teh dveh ciklov:

(134) (2)

(143) (2)

(243) (1)

(234) (1)
(13) (24)
( )

13) (2
24) (23 ¢

ZGLED 2: Izracunajmo E] . Zanima nas, koliko permutacij velikosti [3] ima natanko 2 cikla tako, da Stevila 1, 2 in 3 niso

3
v istem ciklu. MozZnosti je o¢itno malo, namreé¢ samo 3, saj so mozni cikli le (34)(1)(2), (24)(1)(3) in (14)(2)(3). Grafi¢ni prikaz

je na sliki 6.2. ¢
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6.2 r-Stirlingova Stevila 1. vrste in razporejanje po kroznicah

Stirlingova Stevila 1. vrste so §tevila razporeditev n elementov po k kroznicah. Potemtakem sem se vprasal: ¢e imajo Stirlingova
Stevila taksno interpretacijo, potem bi jih morala imeti tudi r - Stirlingova Stevila 1. vrste. Tako sem prigel do ugotovitve in
primera iz vsakdanjika. Oglejmo si zgled.

ZGLED: V ucilnici so 4 uéenci. Na koliko razli¢nih nacinov jih lahko posedemo okrog dveh okroglih miz, ¢e ucenec A ne
sme sedeti za isto mizo kot u¢enec B?
Resitev je r-Stirlingovo stevilo 1. vrste:

Ugotovimo, da lahko to storimo na 6 nacinov. ¢

6.3 Nekaj trditev

TRDITEV 6.2 [20] : 0-Stirlingovo in 1-Stirlingovo Stevilo 1. vrste sta enaki Stirlingovemu §tevilu 1. vrste (pri 1-Stirlingovem

Stevilu 1. vrste mora biti n vegji od 0).
n n| [n n
i, =] ], = o 6

ZGLED [moj zgled] :



TRDITEV 6.3 [20] : r-Stirlingova Stevila 1. vrste imajo trikotnisko rekurzijo:

il =0 n<r (6.3)

{Z} = Okr, n=r (6.4)

m :(n—l)[”gl} +[Z:ﬂ : n>r (6.5)

Prva trditev se ujema s trditvijo 7.2 in definicijo 7.1. ¢

6.4 Rekurzivna zveza za racunanje r-Stirlingovih stevil 1. vrste

TRDITEV 6.4 [20] :Za r-Stirlingova §tevila 1. vrste, ko je n > r > 1, velja:
n| 1 n _
k|, Tr—1k-1 .

DOKAZ [20] : Alternativni zapis je:
n n n
Rl T P

Desna stran Steje Stevilo permutacij s k£ — 1 cikli tako, da so stevila 1, ..., » — 1 nosilci ciklov, medtem ko stevilo r ni nosilec
cikla. To je enako

[kﬁl} nmzr>1 (6.6)

n
(r—1) { k} )
Tako je lahko vsaka permutacija pridobljena na r — 1 na¢inov od permutacije s k cikli, ko so Stevila 1, ... r nosilci ciklov z
dodajanjem cikla, ki vsebuje §tevilo r na koncu cikla z manjsimi nosilci. |

6.5 Tabele vrednosti r-Stirlingovih Stevil 1. vrste

S pomoc¢jo prejsnjih izrekov in trditev v razdelku 7.2 lahko skonstruiramo tabele vrednosti za r-Stirlingova stevila 1. vrste [20] .

6.5.1 Ko je r enak 0 in ko je r enak 1

S pomocjo trditve 7.2 lahko pokazemo, da so vrednosti pri » = 0 oz. » = 1 enake vrednostim Stirlingovih $tevil 1. vrste [20] .

6.5.2 Ko je r enak 2
Oglejmo si vrednosti n in k od 2 do 7 [20] :

[nk ] 2 [ 3 [ 45 [6]7]
2 1 0 0 0 0 0
3 2 1 0 0 0 0
4 6 5 1 0 oo
5 24 26 9 1 0 0
6 || 120 154 | 71 | 14 | 1 |0
7 720 | 1044 | 570 | 155 | 20 | 1
6.5.3 Ko je r enak 3
20]
(k] 3 [ 4 [ 5 [ 6 ]7][8]
3 1 0 0 0 0 0
4 1 0 0 oo
5 12 7 1 0 0 0
6 60 47 12 1 0 0
7 360 | 342 | 119 | 18 | 1 | 0
8 | 2520 | 2754 | 1175 | 245 | 25 | 1
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(I, r)-Stirlingova stevila 1. vrste

Januarja leta 2021 sta Hacene Belbachir in Yahia Djemmada odkrila (I, r)-Stirlingova $tevila 1. vrste in v ¢lanku predstavila
njihovo kombinatori¢no interpretacijo.

7.1 Definicija (I,r)-Stirlingovega Stevila 1. vrste

DEFINICLJA 7.1 [5] : (I,r)-Stirlingova Stevila 1. vrste Stejejo Stevilo urejenega nabora | permutacij (o1, 02, ..., 0;) mnozice [n]
z natanko k cikli tako, da so stevila 1, 2, ...,r nosilci cikla in da velja:

cl(o1) =cl(o2) = ... = cl(oy)

Urejen nabor je koné¢ni nabor oz. urejeno zaporedje elementov. n konéni urejeni nabor je zaporedje oz. urejen nabor n
elementov, kjer n ni negativno celo stevilo. Koné¢ni nabor z 0 elementi je imenovan prazni nabor. Primer: urejeni nabor petih
stevil je denimo (1, 2, 3, 4, 5). Za notacijo uporabljamo ve¢ oklepajev: (), [], ali (). V tem primeru vzamemo konéni nabor

permutacij.
Oznacimo ga z:
w10
k
-

Ocitno je, da velja:

l
n
- {k}r =0zan<r.

l
)
76]9’7- zan=r.

k

,

OPOMBA: (I,r)-Stirlingovih $tevil 1. vrste se ne da izra¢unati na podoben nacin kot r -Stirlingova Stevila ali Stirlingova
stevila 1. vrste. Za izratun uporabimo rekurzivni zvezi.

7.2 Rekurzivni zvezi

1z rekurzij za (I, r)-Stirlingova Stevila 1. vrste lahko izpeljemo sledeéi rekurziji:
TRDITEV 7.2 [5] : Za vsak n > r velja:

R S e -

DOKAZ: Nabor | permutacij mnozice [n] pod pogojem, da so $tevila 1,2, ..., nosilci cikla, se lahko izra¢una:

e 7 vstavljanjem n-tega elementa za vsak element v vsaki permutaciji nabora (A1,...,A;) permutacij mnozice [n — 1] z
natanko k cikli tako, da so Stevila 1,2, ...r prvi elementi v razliénih ciklih in da velja cl(A1) = cl(A2) = ... = cl(\i), torej obstaja
(n—1) [n; 1} v moznosti.

e n-ti element tvori cikel v vsaki od permutacij nabora (A1, ..., \;) permutacij, preostalih [n — 1] elementov pa mora biti
razporejenih v (k — 1) ciklih pod prej$njimi pogoji, zato obstaja {Z : ﬂ moznosti. |

TRDITEV 8.3 [5] : Za vsak n > r > 1 velja:

- (1)
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DOKAZ: Prestejmo stevilo permutacij (A1, ..., \;) mnozice [n] z natanko (k — 1) cikli tako, da so Stevila 1,2, ...r — 1 nosilci
cikla, vendar stevilu r pogoj cl(A1) = cl(X2) = ... = cl(\i) ne ustreza. Moznosti lahko prestejemo na dva nacina:

e preStejemo permutacije (A1,...A\;) mnozice [n] s (k — 1) cikli tako, da so Stevila 1,2, ..., — 1 nosilci cikla in jih potem
izklju¢imo iz nabora permutacij, v katerih je r nosilec cikla. Tako dobimo:

n(l) B n O]
kr—l k_l'r‘

e prestejemo nabor permutacij (A1, ..., A;) mnozice [n] s k cikli tako, da so stevila 1,2, ..., nosilci cikla, potem dodamo cikel
s Stevilom 7, ki je nosilec na koncu cikla, ta cikel pa vsebuje Ze manjse nosilce cikla. Zato imamo (r — 1) moznosti v vsaki
permutaciji. Tako dobimo:
)
"
e[}

7.3 Formulazan>rink=r

TRDITEV 7.4 [5] : Zan >r in k = r velja:

m il) = (") (7.3)

DOKAZ: Trditev smo ze dokazali v dokazih prejsnjih trditev. |
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Zakljucek

V zakljucku ugotavljam, da so permutacije, brez katerih se ne da razumeti Stirlingova stevila 1. vrste, zanimive in uporabne
tudi v vsakdanjem zivljenju. Stirlingova Stevila 1. vrste pa resujejo problem razvrs¢anja elementov po kroznicah in so koeficienti
v razvoju rastocih potenc po navadnih. Imajo zelo veliko uporabno vrednosti in so kot ’skriti zaklad’. V srednjih Solah se jih
ne poucuje, poucuje se jih le na nekaterih fakultetah, zato so ta stevila manj znana. Ugotavljam, da imajo Stirlingova stevila 1.
vrste tudi presenetljivo povezavo z ostalimi kombinatori¢nimi stevili, npr. z Lahovimi, Stirlingovimi §tevili 2. vrste in Bellovimi
Stevili. Stirlingova Stevila se da zapisati tudi v obliki matrike, ki se imenuje Stirlingova matrika 1. vrste. Z inverzom Stirlingove
matrike 1. vrste dobimo vrednosti predznacenih Stirlingovih §tevil 2. vrste, ¢e pa namesto rasto¢ih potenc vstavimo padajoce,
dobimo predznacena Stirlingova Stevila 1. vrste. Presenetljiva je tudi povezava Stirlingovih $tevil z negativnimi vrednostmi
Stirlingovih stevil 1. vrste. Stirlingova Stevila 1. vrste z negativnimi vrednostmi so ena izmed prvih posplositev. Dodajamo
lahko omejitve, kot npr. r-Stirlingova stevila 1. vrste, ki so tudi zelo zanimiva in uporabna v vsakdanjiku. Pri dodajanju
urejenega nabora [ permutacij dobimo ¢isto na novo odkrita (I, r)-Stirlingova stevila 1. vrste. V zaklju¢ku lahko odgovorim tudi

. .. . o ~. . s . . R .
na svoje vpraSanje, na koliko razli¢nih nac¢inov lahko sedem ucencev posedemo za Stiri okrogle mize. Moznosti je { , oziroma

4
735, kar je tudi potrditev moje hipoteze.

Med raziskovanjem sem se naucil veliko novega, med drugim tudi to, da Stirlingova Stevila 1. vrste najdemo na skoraj vseh
podrocjih matematike, od kombinatorike do linearne in abstraktne algebre.

Raziskovalno nalogo sem napisal v programu LaTeX, ki sem se ga naucil uporabljati popolnoma sam. Moram poudariti,
da je ta program zelo zahteven za uporabo in je bilo delo z njim poseben izziv.

Raziskovalna naloga je lahko temelj za iskanje novih posplositev, kot npr. s-Stirlingova $tevila 1. vrste in (s, r)-Stirlingova
stevila 1. vrste.
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Viri slikovnega gradiva

Slika 2.1: Slika iz knjige [16]

Slika 3.1: Obiskano dne 11.12.2021.
Slika 3.2:
Obiskano dne 11.12.2021.
Slika 3.3: Obiskano dne 11.12.2021.
Slika 3.4:
Obiskano dne 11.12.2021.
Slika 5.1:

Obiskano dne 11.12.2021.
Ostale slike v raziskovalni nalogi so avtorjeve.
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