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Povzetek

Veriznica je krivulja, ki jo ustvari viseCa vrv, pritrjena na obeh koncih. Hkrati je to tudi
graf funkcije hiperboli¢ni kosinus, ki je definirana kot cosh (z) = <%=, To se lahko dokaze
z upostevanjem ravnovesja sil. Ko vrv miruje, mora biti vsota sil na vsak del vrvi enaka
ni¢. Hiperboli¢ni kosinus ima podobno kot kvadratna funkcija tri parametre, ki lahko opisejo
vsako neizrojeno pozicijo visece vrvi: koordinati minimuma in faktor raztega. Ce pa dolo¢imo
dve poljubni tocki, ki naj lezita na krivulji, in dolzino krivulje med tockama, s tem enoli¢no
opisemo obliko vrvi, ki se lahko pojavi v naravi. Odgovor na vprasanje, kaksni so trije
parametri veriznice (oba premika in razteg), ¢e imamo podani dve robni tocki vrvi in njeno
dolzino, je precej kompleksen. Pot do odgovora pelje mimo obsirnega obracanja hiperboli¢nih
in inverznih hiperboli¢nih funkcij ter pripelje do transcendentne enacbe sinh (z) = kx. Ker

sinh () Ty ge

se enacbe ne da analiticno resiti, lahko vpeljemo inverzno funkcijo funkcije
da aproksimirati z inverzom prvih stirih ¢lenov Taylorjevega razvoja prvotne funkcije. Ce
primerjamo sliko prave vrvi z grafom veriznice z istimi podatki in uporabo zgoraj omenjene

aproksimacije, je prileganje je skoraj popolno.

Kljuc¢ne besede: veriznica, diferencialna enacba, hiperboli¢ni kosinus, hiperboli¢ne funkcije,
inverzne hiperboli¢ne funkcije, Taylorjeva vrsta.



Abstract

The catenary is a curve that a hanging rope attached at both ends forms. It is also a graph

ef4+e” "
2

force equilibrium. Since the rope is hanging still, the sum of the forces acting on any part

of the hyperbolic cosine, defined as cosh (z) = . This can be proven by considering
of the rope should be zero. Similarly to quadratic function, hyperbolic cosine has three
parameters that can describe any non-degenerate position of a hanging rope: horizontal and
vertical translation and stretch or compression. If we specify the position of the vertex of
the curve, there is still one free parameter that describes how stretched the curve is. If we
specify two random points that should lie on the curve and the length of the curve between
them, it uniquely describes one possible shape of the hanging rope. The question what the
three parameters of the catenary are if we know the coordinates of both endpoints and the
length of the rope gives a rather complex answer. It contains a great deal of operating
with hyperbolic and inverse hyperbolic functions and ultimately comes to the problem of

solving the transcendental equation sinh (x) = kz. Since the equation cannot be solved
analytically, we can introduce a new function that is defined as the inverse of % It

can be approximated using the inverse of the first four terms of the Taylor expansion of the
original function. Comparing the picture of a real rope and the graph of the catenary with
the same parameters using the above-mentioned approximation reveals almost perfect fit.

Key words: catenary, differential equation, hyperbolic cosine, hyperbolic functions, inverse

hyperbolic functions, Taylor series.
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Tekmovanje mladih raziskovalcev Simon Bukovsek

1 Uvod

Matematika je sredstvo za opisovanje narave. Obicajno je narava sicer zelo zapletena in je
zato taka tudi matematika, ki naravo opisuje; pa Se tako je pogosto samo priblizek. Vseeno

pa obstajajo primeri v naravi, ki so opisljivi z dokaj preprosto matematiko.

Enden takih primerov je tudi modeliranje oblike, ki jo oblikuje vise¢a vrv. Mnogo matema-
tikov se je ze vprasalo po tej obliki, ki je postala tako pomembna, da je dobila svoje ime:
veriznica. Sam sem s tem vprasanjem sSel Se malo dlje in se vprasal ali je mozno analiti¢no
ugotoviti obliko in pozicijo vrvi kot graf neke funkcije, ¢e poznamo dolzino vrvi in koordinate

obeh njenih koncev.

Ta problem sem si zastavil ze nekaj let nazaj, saj se mi je matemati¢no opisovanje narave
vedno zdelo zanimivo. Zal pa takrat Se nisem imel ustreznega znanja in zato nisem uspel
resiti problema. Zdaj imam ve¢ zanja, motivacije in sposobnosti dostopanja do razli¢ih virov,
zato se mi zdi primerna priloznost, da odgovorim na vprasanje, ki sem si si ga zastavil tri

leta nazaj.

2 Oblika veriznice

Preden pa sploh za¢nemo raziskovati parametre veriznice, bo potrebno ugotoviti njeno splo-
$no obliko. Ce ni drugace omenjeno, to celotno poglavije temelji na (Svirin, 2020)).

Najprej je potrebno narediti nekaj predpostavk. Da ohranimo problem relativno preprost,
predpostavimo, da na celotno dolzino vrvi deluje enak gravitacijski pospesek g, ki kaze na-
ravnost navzdol. Predpostavimo tudi, da ima vrv po celotni dolzini enako dolzinsko gostoto
4 t.j. maso na enoto dolzine, in da je upogljiva v vsaki tocki. Zelo kratka veriga tako ne
pride v upostev, saj je gibljiva v samo majhnem stevilu tock. Vec ¢lenov kot ima veriga, bolj

toCen bo matematic¢ni priblizek.

Da doloc¢imo splosno obliko veriznice lahko uberemo dve glavni poti. Ena je preko variacij-
skega rac¢una, pri ¢emer minimiziramo potencialno energijo. Fizikalno je najbolj smiselno, da
vrv v ravnovesju zavzame obliko z minimalno energijo. Variacijski racun je precej zapleten in
napreden pristop, ki zahteva uporabo diferencialnega racuna vecih spremenljivk. Poleg tega
se izkaze, da je potrebna tudi uporaba Lagrangevih multiplikatorjev (PlanetMath, |2013)), saj
je problem potrebno omejiti na vrv s to¢no dolo¢eno dolzino. Vse te metode iz matemati¢ne
analize so zelo zanimive, ampak morda prevec zahtevne in tezko razlozljive za to raziskovalno

nalogo. Drug mozni pristop k problemu vkljuc¢uje ravnovesje sil in resevanje ene diferencialne
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enacbe ter je dosti bolj intuitiven, zato bom uporabil slednjo metodo.

2.1 Ravnovesje sil

Naj graf funkcije f(z) opisuje obliko veriznice. Vzemino infinitezimalno kratek odsek dz
spremenljivke z. Ker delé¢ek vrvi ds nad tem odsekom skupaj s celotno vrvjo visi pri miru,
se morajo vse sile na ta delc¢ek sesteti v ni¢. To velja posebej za horizonalne in vertikalne
projekcije teh sil. Naj bo a(z) kot med tangento na graf funkcije f(z) in z-osjo v tocki x in
naj bo T'(x) sila v vrvi v smeri vrvi v tocki z. Slika [1] prikazuje ravnovesje sil na odsek ds,

ki bi moral biti zelo majhen, ampak je zaradi preglednosti predstavljen povecano.

Y
B
T(z + dx)
a(z + dx)
A () 1
——7 ||
—T(z) | i
I I
| |
| ! 2z
0 xr x +dx
Slika 1: Sile, ki delujejo na vrv
Ravnovesje horizontalnih komponent sil da enacbo:
—T(z)cos (a(z)) + T'(x + dz) - cos (a(x + dx)) = 0. (1)
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Iz enacbe (1] je razvidno, da je horizontalna komponenta notranje sile v vrvi skozi celotno vrv

enaka, zato lahko zapisemo: T'(x) cos (a(z)) = konst. = Ty oziroma
1o

T@%:&QEGS. (2)

Ravnovesje vertikalnih komponent sil da enacbo:

—T(z)sin (a(z)) + T'(z + dz) - sin (a(x + dx)) — dF, = 0. (3)

Tukaj je dF, gravitacijska sila na odsek ds, ki se lahko zapise kot dF, = 1 - g - ds, kjer je g
gravitacijski pospesek in p dolzinska gostota vrvi.

Z uporabo Pitagorovega izreka se lahko dolzina odseka ds izracuna kot:

ds =y/(dz)? + (dy)? = \| 1+ (Zi) dr =\/1+ f'(z)%dx. (4)

Pri tem smo uporabili predpostavko, da je krivulja na odseku dx lokalno ravna.

Ce nesemo dFy na drugo stran enacbe [3|in obe strani delimo z dz, dobimo:

dF, _ T(x + dx) -sin (a(z + dz)) — T(z) sin (a(x)) _ d (T(z)sin (a(ﬁ)))

dx dx dx
Pri tem smo poenostavili izraz z upostevanjem definicije odvoda. dF}, lahko zamenjamo z

- g-ds:

ds d

po =+ (T(@)sin (a(2))). (5)

Zdaj lahko nadomestimo ds z izrazom iz enacbe [d] in T'(z) z izrazom iz enacbe [2| da dobimo:

oy TP = g (O = 2 (T tan (a(o) = - (T o) = Tof" ().

Pri tem smo upostevali, da je tan (a(x)) enak odvodu f(x) v tocki x. 1z tega sledi naslednja

nehomogena nelinearna diferencialna enacba:
T

L+ f'(z)? "

/().

To enacbo pa lahko poenostavimo, ¢e za f'(z) vstavimo novo funkcijo z(x), in ¢e faktor %
zapisemo kot a. Dobimo:

\/l—i-ZQ—aZZ.
T
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2.2 ResSevanje diferencialne enacbe

Tako smo dobili separabilno diferencialno enacbo in zdaj jo lahko resimo.

dz

dz
Za to bomo morali izra¢unati sledec¢ integral: I = /

V1+ 22

To lahko naredimo s pomocjo trigonometri¢ne substitucije: z = tan(u), dz = sec?(u)du.

Opomba: sec(x) = :
cos

SeC

I= / \/ﬁm / \/qu = /sec(u)du
I /Sec(u)du _ /sec(u) sec(u) + tan(u) dt— / sec(u) tan(u) + sec?(u) s

sec(u) + tan(u) sec(u) + tan(u)

Uporabimo substitucijo v = tan(u) + sec(u).
1
d
sec(u) tan(u) + sec?(u) v

Sledi, da je dv = sec(u) tan(u)du + sec?(u)du in du =

1
[:/;dv =In(v) + C;

Sledi: In(v) = In (tan(u) + sec(u)) = In (tan (arctan(z)) + sec (arctan(z))) = In (z +V1+ 22).

Pri tem smo upoétevali da je tan (arctan(z)) = z in

sec (arctan(z) \/1 + tan? (arctan(z)) = V1 + 22.

Konc¢no lahko zaklju¢imo, da je

/mdz—ln(z+m>+01

(Scherfgen, [2020).

V tem obrazcu se da prepoznati inverz hiperbolicnega sinusa, ki lahko poenostavi nekaj
naslednjih korakov, ampak ker Se nismo prisli do hiperboli¢nih funkcij, bomo formulo izpeljal
po daljsi poti.

Sedaj lahko resimo diferencialno enacbo [6]

/dx—a/ dz
B V1+ 22
x+02:aln(z—l—\/1+z2)+a01.

Stran 10



Tekmovanje mladih raziskovalcev Simon Bukovsek

Ce % — (1 nadomestimo s C', dobimo slede¢ izraz:
2+ VI 2= e(%c).
Da lahko izpostavimo z, oznacimo e<%+c) s t.
z—t=V1+22
22— 2t =1+ 2

21 p—p1 (3+0) _ —(540)

2t 2 2
Ker je z = f'(z), velja, da je f(z) = /z dz.

z =

/z(x)d:c = / i+0) — (540 (3+0) 4 o=(5+0)

x
f(x) = = +A= h(Z+C)+
(x) 5 dr =a 5 A = acos <a C’) A

V zgornjem izracunu so cy, co, a, C, A € R integracijske konstante. Uvedli smo funkcijo ime-
novano hiperboli¢ni kosinus. Ve¢ o bo povedano v naslednjem poglavju.

f(z) = acosh <z+C> + A (7)

(Svirin, 2020)

Sliko veriznice s parametri a = 1 in C' = A\ = 0 prikazuje Slika

Y

N

(@]

nNO

NG

cosh(x

Slika 2: Veriznica
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3 Hiperboli¢ne funkcije

V nadaljnjem raziskovanju bom uporabil nekaj hiperboli¢nih funkcij in zvez med njimi. Da

ne bi vaski¢ sproti razlagal in dokazoval zvez, jih bom skupaj predstavil v tem poglavju in

se v nadaljevanju skliceval na te dokaze. Ti temeljijo na definicijah iz (Weisstein, 2020a}
Weisstein, 2020b)).

3.1 Definicije

Hiperboli¢ne funkcije so mnozica naslednjih funkcij: sinh(x), cosh(x) in tanh(x). Imenujejo
se hiperboli¢ni sinus, kosinus in tangens. Njihove grafe prikazuje Slika Kot zZe imena
nakazujejo, so zelo podobne navadnim trigonometri¢nim funkcijam — mnogo zvez med njimi
je popolnoma ekvivalentnih zvezam med obicajnimi trigonometri¢nimi funkcijami, pri ostalih
pa se spremeni samo kaksna malenkost. Za razliko od obic¢ajnih so hiperboli¢ne funkcije za

realne vrednosti neperiodi¢ne. Definirane so na slede¢ nacin:

, et —e ” er +e* sinh(z) e*—e™®
h(z) = =% cosh(z) = =% tanh(z) = - .
sinh(z) g (z) 2 () cosh(z) e +e™®
|
\ cosh(z) 1 ¥
xm
=3 —2
R
tanh(x
2
/sinh(:c)

Slika 3: Hiperboli¢ne funkcije
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Inverzi hiperboli¢nih funkcij so arsinh(z), arcosh(z) in artanh(x). Imenujejo se area hiper-
boli¢ni sinus, kosinus in tangens. Iz osnovnih hiperboli¢nih funkcij se lahko izrazijo kot:

1 1
arsinh(z) = In (x +Vv1+ xQ) ; arcosh(z) = In (x + Va2 — 1) ; tanh(z) = = In ( * x) :

2 11—z

3.2 Hiperbolicne zveze

V nadaljevanju bom uporabil naslednje zveze:

cosh?(x) — sinh?(z) = 1 (8)

COSh2(I> o Sinh2<l’) _ (ex-i-:—x)Q B (ex_z—;c>2 _ 621+2+872z_321_(_2)_872z _ % 1

d .
o sinh(z) = cosh(x) (9)
d _leet (=) e
. sinh(z) = 5 = cosh(z)
| d .
. cosh(z) = sinh(z) (10)
d Clet (1)t
o cosh(z) = 5 = sinh(z)
sinh(z) — sinh(y) = 2 cosh (T) sinh (I ; y) (11)
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(12)

T -z y -y
cosh(z) — cosh(y) = ‘ —;e ¢ +2€

cosh (artanh(z)) = \/ﬁ (13)
cosh (artanh(z)) = ; (eln(\/g> + e_ln(\/E>) = ; (\/11_?3 \/1;i) =

 Vita +yT—z l4at+l-z 1
2/ avI—x VI —a22 122
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sign(x) (14)

sinh (artanh(z)) = o
x_ J—

-1, cex <O
Opomba: sign(z) =40, ¢ex=0;
1, ce x > 0.

sinh (artanh(z)) = ; (eln( Hi) _ e—ln(\/g)) _ ; (\/1 +z \/1 —x) _

11—z 1+z

B Vits —I=2 4+ r—-1+2 oz sign(z)vVa?  sign(x)

2/T+ayI—az  2/1—22  Vi—-22 V1-22 Va?-1

Opomba: v zadnjih dveh primerih je potrebno paziti, kdaj so izrazi pod koreni pozitivni.
Seveda pa je area hiperboli¢ni tangens definiran samo za |x| < 1, torej so vsi izrazi pod
koreni pozitivni in ni potrebno dodatno skrbeti.

4 Dolocanje parametrov

Celotno poglavje temelji na ¢lanku o parametrih veriznice (Emery, 2003]).

4.1 Najnizja tocka

Najprej bom dolocil parametre funkcije f(x) = A\ 4+ acosh (x + C), ¢e sta podani samo
a
koordinati najnizje tocke (zo,v0). Najnizjo tocko funkcije lahko najdemo kot stacionarno
tocko z enacenjem odvoda z ni¢. Z uporabo enacbe 10| dobimo slede¢ rezultat:
d 1
— ()\—l— a cosh <x + C’>> = a—sinh (:c + C) = sinh <x + C’> :
dx a a a a

Ta odvod mora biti v neki tocki zy enak 0, torej f'(xo) = 0. Hiperboli¢ni sinus je enak ni¢
samo, ko je njegov argument enak ni¢. To pomeni, da mora veljati o = 7 +C, iz Cesar sledi,

da je C' = —*%o,

Naslednji podatek, ki ga poznamo, je vrednost funkcije f(x) v tocki z¢ — to je f(zo) = yo.

yo=)\+acosh<xo—xo) =A+acosh(0) =XA+a
a a

A=yo—a
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Ce vstavimo izraza za C' in A v prvotno enacbo, dobimo:

f(x) =y — a+ acosh <a:—x0> (15)

a

Ostane na Se en prost parameter, ki je lahko katerokoli pozitivno realno stevilo. Zakaj samo

pozitivno?

Vrv v naravi vedno visi na tak nacin, da tvori konveksno obliko. Funkcija cosh(z) je kon-
veksna na intervalu (—oo, 00). Ker je ta funkcija tudi soda, ¢len a v argumentu funkcije ne
vpliva na konveksnost. Ampak ¢len a pred kosinusom pa ima vpliv na konveksnost. Ce je
a pozitven, je graf funkcije [15| konveksen, ¢e pa je a negativen, je graf konkaven. Torej, ce

gravitacija kaze navzdol, mora biti a pozitiven. (Emery, 2003])

4.2 Dana dolzina in koordinate konénih tock

Sedaj bomo poskusili najti parametre enacbe [I5] izraZene z dolZino vrvi in koordinatami

.....

Pogoja, da gre vrv skozi obe tocki A in B, sta:

Y1 = Yo — a + a cosh (xl_x(J) (16)
a

in

Y2 = Yo — a + acosh (xg—x[)). (17)
a

Naslednji pogoj je, da je dolzina krivulje med z; in x5 enaka [.
Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je x1 < 5.

Dolzina krivulje f(x) med 27 in x5 se lahko izracuna z dodajanjem majhnih odsekov krivulje

ds med x; in zo. Izraz za ds je izpeljan Ze v enacbi

[ = /I2 ds = /gc2 1+ f(z)de

Za enacbho [15| ta obrazec postane:

T _ 2
T e e
1 a
:/IQ \/cosh2 (M>dx:/x2005h <I_x0>dx:asinh (x—azo)
x1 a x1 a a

Pri tem smo uporabili dve zvezi med hiprerboli¢nimi funkcijami, najprej enacbo [10] potem

z2

1
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pa Se enacbo . Ce zdaj ocenimo integral za obe vrednosti in vse delimo z a, dobimo:

! = sinh (xZ_xO) — sinh (ml—x(]) . (18)

a a a

Ce odstejemo enacbo [16{od enacbe [17]in delimo z a, dobimo:

Y270 _ cosh <x2—x0) — cosh <x2 _IO) . (19)
a a a

Sedaj lahko enachi [I§]in [19]s pomodjo izrazov [11] in [12] nekoliko poenostavimo:

l _ — — -2
— = sinh (xQ xo) — sinh (ml x0> = 2sinh (@2 x1> cosh (W)) . (20)

a a a a 2a

Y270 _ cosh (xg _ x()) — cosh <x1 _ x()) = 2sinh (Iz _ $1) sinh (xl t 2 23:0) .
a a a 2a 2a
(21)

Ce delimo enacbo 21|z enacbo lahko Se dodatno poenostavimo izraz.

. h(I1+ZL’2—2ZL‘0)
. sinh | ——————
Y2 — Y1 _ 2a tanh

l <$1+IE2—2I0> -
cosh | ————————
2a

Ker je area hiperboli¢ni tangens bijektivna funkcija na intervalu (—1, 1), in ker je |ya — 1|

(ml + 29 — 2x0> (22)

2a

o¢itno manjse od [, sta zagotovo obe strani enacbe [22| na intervalu (—1, 1), torej lahko obe
strani enacbe vstavimo v funkcijo area hiperboli¢ni tangens.

— -2 -2
artanh <y2 yl) = artanh (tanh (W)>) = T1 Ty~ 2% (23)
l 2a 2a

Enacbo 23] lahko spet nesemo nazaj v enac¢bo [20] in tako pridemo korak blize izolaciji para-

1 = 2sinh (:1:22— gjl) cosh (artanh <y2 ; yl))

a a

metra a.

Z uporabo izraza (13| lahko to Se nekoliko poenostavimo.
— 1
£ = 2sinh <$2 xl)
a 2a \/ <?J2 — 91)2
U

VE = (2 = ) = 20simh (2 (24)

(Emery, [2003])

Tako nam je uspelo izraziti a z vsemi danimi podatki, ampak zal samo implicitno. Od tu
naprej nisem znal eksplicitno izraziti parametra a. (Emery, 2003) predalga, da se reSitev
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poisc¢e numeri¢no. Kolikor sem uspel raziskati, za to enacbo ne obstaja analiticna resitev.

Seveda nas taka ovira ne sme ustaviti. Vsaki¢ ko kdo naleti na neresljivo enacbo, si lahko
samo izmisli posebno funkcijo, ki je resitev te enacbe. To je nj bi bila samo zadnja resitev, ¢e
vse ostalo odpove. To sicer ne pomeni, da take posebne funkcije ne obstajajo. Predvsem v
matematicni analizi, kjer se veliko uporabnih rezultov ne da izraziti z obi¢ajnimi funkcijami,
se pogosto zatekajo k imenovanju posebnih funkcij. Tako imamo Lambertovo W funkcijo,
ki je inverz funkcije ze®, in Gama funkcijo, ki pomaga pri razsiritvi fakultete na realna in
kompleksna stevila. Kakorkoli, namesto da bi definiral funkcijo, ki bi bila preprosto resitev
enache sem nasel nekoliko bolj elegantno pot.

Ce si za trenutek zamislimo, da lahko dolo¢imo a, bi bilo preostala dva parametra zelo
preprosto izraziti iz enacb [19] in

Ty = T1t T — aartanh $2— ,
2 l

x—l—x0>
— )

yO:y1+a—acosh(

Ce vstavimo izraza za oba parametra v enacbo [L3, dobimo naslednja izraza.

T —x —

2 _
f(xz) = z9p — a+ acosh (22 + artanh <?JZ : yl))
a

Qr — 11 — — — —
f@)=y1+a (COSh (Hlx? + artanh (yzly1>> — cosh <x12 2 + artanh (yzl?h)>)

2a a
To lahko zapiSemo nekoliko bolj strnjeno, ampak manj razumljivo, z uporabo izraza [12}
—r—9 _ _
f(z) =y + 2asinh (JJ;G + artanh (y2 l Zh)) sinh (a: ZaII) . (25)

5 Inverz funkcije %

V tem poglavju bom predstavil, kako se lahko na nekoliko elegantenjsi nacin resi enacba [24]

5.1 Priprava
Najprej delimo obe strani enacbe 24|z x5 — x1 (poseben primer, kjer je x; = xo bom posebej

Y2 — 1
To — I

12 Y2 — U1 2 12 2a (2o
e\ e ()
(x9 — 1) Ty — T1 (x9 — 1) To — T1 a
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To —T1

Oznacimo zdaj izraz s t:
12 inh (¢
L <> (26)
(xg —x1)? t
sinh(t)

Definirajmo funkcijo h(t) = . Ce zelimo resiti enacbo moramo najti tak ¢, da bo

2
veljalo h(t) = \/

posledi¢no a.

t

———— — k2. Ce bi obstajal inverz funkcije h(t), bi lahko izolirali ¢ in
(29 — 1)

5.2 Lastnosti funkcije %

Prva ideja pri iskanju inverza je razmisliti, kaksne so lastnosti grafa funkcije %(x) Graf
kaze Slika [l

A | A J
\9)

\
\

T~

s
N

/
i

N Bt

I\

Slika 4: Graf funkcije S2h@

x

Na prvi pogled je podoben hiperbolicnemu kosinusu. Definicijsko obmocje je R\ {0}, zaloga
vrednosti pa (1,00). Funkcija pri 2 = 0 ni definirana, limita v tej tocki pa je:

a . h(z)
lim —sinh(x) — limdz " R = lim cosh(z) =1
z—0 T z—0 i$ z—0 1 ’
dz
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kar je tudi razvidno s Slike [4]

Pri racunanju limite smo uporabili 'Hépitalovo pravilo. To pravilo pravi, da je limita kvo-
cienta dveh funkcij, ki sta v limiti enaki 0, —oo ali oo, enaka limiti kvocienta odvodov teh

dveh funkcij: /
lim /() = lim )

hglo) ~ # g(a)

(Fannon in sod., [2020)).

Ce inverz funkcije obstaja, mora biti vsaj injektivna. Ker pa zelimo, da je inverz tudi
zvezen, mora biti funkcija tudi surjektivna in posledi¢no bijektivna. Ker smo predpostavili,
da x; < x5 in a < 0, morajo biti zaradi enacbe [24] vrednosti, ki jih inverz zasede, pozitivne.
To pomeni, da lahko definicijsko obmocje funkcije h(t) skréimo na interval R*. Naslednji

sinh(z)
z

pogoj za bijektivnost je monotonost. Izkaze se, da je funkcija strogo narascajoca na

intervalu RT.

Dokaz: Odvod Smx(z) je = (22 sinh(z) 12 v imenovalcu je vedno pozitiven za x € Rt. Torej
nas zanima predznak vrednosti izraza x cosh(x) — sinh(z). Oznac¢imo ta izraz z m. Ce ga

nekoliko preoblikujemo dobimo:

m
cosh(z)

x = tanh(x) +

Vemo, da je na intervalu (0, 00) tanh(z) vedno manjsi od x in cosh(z) je vedno pozitiven,
zato mora biti tudi m na tem intervalu pozitiven. To pa pomeni, da je naklon vedno vecji
od 0, torej je funkcija h(z) res monotona in torej bijektivna. Sedaj so izpolnjeni vsi kriteriji,
da inverz funkcije h(x) lahko obstaja. Graf inverza, ki ga dobimo z zrcaljenjem grafa h(z)
¢ez simetralo lihih kvadrantov, je prikazan na Sliki

= 1Y
//-
L
; //
-
X
1 2 4 D (0 T 3 ) 10 11 12
|
|

Slika 5: Inverz funkcije Sm};ﬁﬂ
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5.3 Uvedba funkcije S(z)

Naj bo torej funkcija S(x) definirana kot inverz funkcije h(z) = % Glede na to da se
nikjer v literaturi nisem naletel na podobno funkcijo, sem predpostavil, da nima nobenega
posebnega zapisa, zato ne vidim nobenih ovir, da ne obdrzim takega zapisa. Najprej bom
izrazil a s funkcijo S(z), potem pa bom to funkcijo podrobneje raziskal.

Ce sedaj vstavimo obe strani enacbe [26(v S, dobimo:

N B = ) R

Opomba: zaloga vrednosti funkcije h(z) je (1,00), torej je definicijsko obmoéje S(z) prav
tako (1, 00). Torej moramo paziti, da morda leva stran enacbe [26| ni manjsa od 1. Vemo, da
dolzina vrvi ni manjsa od najmanjse razdalje med tockama A in B.

(x2 — 21)* + (Y2 —n)> < I?

1< 12 _(yz—y1>2

(!EQ —$1)2 T2 — X7

1< i —<y2_y1>2: L_kQ
($2 - $1)2 Lo — X1 (lEQ - $1)2

Poseben primer ko tu velja enakost bomo predelali kasneje. Ta neenakost pomeni, da prejsnji
korak lahko storimo. Sedaj lahko izrazimo a:

To — X1
12 _ 2\ °
2-S<\/ 2_(92 y1)>
(xz - $1) To — X1
Ta izraz lahko nesemo v enacbo Da pa ne bo popolnoma nepregledna, bomo

I? Y2 — Y1 2
S <\/ 5~ ( > ) na kratko oznadcili s S,.
(w2 — 1) Ty — 1

fx) =y + xQ; L sinh (S* — + artanh (342;%)) sinh (S* — ) (27)

* To — T1 Ty — 1

a =

In to je konc¢ni rezultat, enacba visece vrvi, kjer so parametri samo dolzina vrvi in koordinate
konénih tock.

5.4 Aproksimacija funkcije S(x)

Seveda pa ni nalazje povedati racunalniku, naj izracuna, pri kateri vrednosti bo imela funkcija
szﬂ vrednost 10, na primer. Zato bom sedaj uporabil metodo, da bom funkcijo S(z)
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aproksimiral z obicajnimi funkcijami. Spet obstajata vsaj dve glavni metodi, kako se lotiti
problema. Prvi nacin je uporaba Lagrange-Briimannove formule za Taylorjev razvoj inverza.
Ta zahteva reSevanje zelo zahtevnih limit (Dobrushkin, 2020), poleg tega pa bi morali Se
celo funkcijo premakniti in imeti opravka s Se nekaj nevSe¢nostmi. Druga metoda je najti
inverze prvim nekaj ¢lenov Taylorjevega (oz. Maclaurinovega) razvoja prvotne funkcije. Zal
ta metoda verjetno nikoli ne more dati popolne aproksimacije, saj se ze pri ¢etrtem clenu
obrazec za inverz polinoma zelo zaplete, pri Sestem clenu pa morda sploh ne obstaja vec
v obliki korenskih funkcij. Dokazano je namrec¢ bilo, da polinomi pete stopnje v splosnem
nimajo analiti¢nih reSitev za njihove ni¢le. Vseeno sem se odo¢il za drugo pot, saj je dosti
bolj enostavna in da presenetljivo dobre rezultate.

Torej najprej pois¢éimo Taylorjev razvoj funkcije Sml;ﬂ Vemo, da je razvoj funkcije e* sledec:
- oo l,n
e’ = —
“— n!

To je vse kar potrebukemo za razvoj h(x):

x

ef—e ™ 1 [t i (—z)"
20 2 ‘n!l = nl

n.

)

Za vse sode n se zgornji izraz odsteje in je enak 0, za vse lihe n (torej stevila oblike n = 2k+1)
pa je ostane sledece:

1 & 2%kl I 2 at 2
L e O I
2 2 @k Akl e a0 T som0 T

Naj bo S, (x) inverz vsote prvih n ¢lenov zaporedja. Tukaj lahko izkoristimo dejstvo, da vsak
x nastopa v sodi potenci. Ker pricakujemo samo pozitivne rezultate, ni potrebno posvecati
preve¢ pozornosti predznakom.

SQ(QT)Z
2
)
=1 z
T + 6
y? =6z —6
SQ(.Z‘) =V 6x — 6
Sg(fﬂ):
2 22
Ly W)
r=1+ 6 + 120

(v*)* + 20y° +120(1 —z) =0

5 —20 4 /400 — 480 + 480«

Y= 5 =—-10£+v—-20+ 120z

Sy(x) = /—10 + v/—20 1 1202
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Vzeli smo pozitivni predznak, saj mora biti y? pozitiven.

Naslednji korak je zZe tezje izracunati na roko, zato bom uporabil racunalniski program
(Wolfram Alpha, 2020), ki bo poiskal naslednji inverz. Prve stiri ¢lene lahko poenostavimo,
saj Vsak  nastopa v sodi potenci. Lahko re¢emo, da is¢emo inverz funkcije g(t) = 1+ £ +

1t_220 + 5010 50407 kjer je t = x2. Rezultat je:

49
S2(z) = g M (x) = =2Tp(x) + 63 — — 14,
) = g7 (e) @) +oy
pri cemer je p(z) = /540522 + 198z + 62 — 45z — 11.
49
—2 40522 + 1 2—4 11 — 14
Salw) = J \/ VEVA0SE 1982 + 62— d5e —11) + 6y V50527 1 1982 + 62 — 46z — 11

Jasno je, da je izraz za Sy(x) zelo zapleten, ampak ga za razliko od prejsnje definicije za
S(x) razumejo skoraj vsi kalkulatorji.

Vizualni prikazi aproksimacij so podani na Sliki [6]

Q
° 1Yy

-~

SQ(ZL‘)

»
nn

i
)

N’

\
|

o

N\

Ep
//;/

w

[NV}

—
———
8

1 2 4 i) (0 T 3 9 10 11 12
I

Slika 6: Prikaz aproksimacij

Ker je S,(x) inverz Taylorjevega razvoja okoli x = 0, so ti priblizki najbolj natanéni v
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tocki x = 1 in izgubljajo na natancnosti, ko se x povecuje. Potrebno se je zavedati, kdaj
aproksimacija deluje in kdaj ne. V mojem primeru se natancnost izgubi, ko se argumnet
funkcije S,(x) veca, to pa je, ko | < yy — y; ali pa ko 1 — x9 < 1. Primer netocne
aproksimacije prikazuje Slika [7]

Y4
0210
X
B
—0.2 Blol2 ol
0.2
0.4

Slika 7: Primer nato¢ne aproksimacije

5.5 Robni primeri

12 _ 2
Do zdaj sem se sSiroko izogibal primera, ko je \/ 5~ <y2 yl) = 1. Funkcija
(513'2 - 551) Ty — 21
seveda v tisti tocki ni definirana, ampak kaj se zgodi, Ce se izraz zelo pribliza 1, kaj se zgodi
v limiti?

Vzemimo enacbo 27]in si jo predstavljajmo kot funkcijo dveh spremenljivk, S, in x. Zanima
nas torej, kaksno funkcijo od x dobimo, ¢e vzamemo f(x, S,) in naredimo S, infinitezimalno
majhega. To lahko izracunamo z limito.

To — T

S

T — To

sinh <S* + artanh <y2 _ yl)) sinh (S* S >)
Ty — T1 ) Ty — T

Jim, .. = Jim, (10 +

=y + lim <x2 — % inh (S* — + artanh (y2 — yl)) sinh (S* — >) =
S«—0 % To — 1 l Tg — 1
Vs —y sinh (S*x_xl)
o _ . 27— Y1 . Lo — I1 _
=y + (zg — x1) sinh (artanh (l )) sliglo S
(29 — x1) sign <y2 - yl) 0 sinh (S* Shn )
— oy + [ - im 05, Ty — T
! \/ 2 5, —0 0 '
-1 — 5,
(Y2 — 11)? 95,

Stran 24



Tekmovanje mladih raziskovalcev Simon Bukovsek

Pri tem smo uporabili hiperboli¢no enakost iz enacbe [14]in I’'Hépitalovo pravilo.

Opomba: koren v imenovalcu v zadnjem koraku je definiran samo za | > (yo — y1). K sredi
to zagotovo drzi, saj vrv ne more biti krajsa kot vertikalna razlika.

Opomba: ker smo upostevali, da je funkcija v dveh spremenljivkah, je potrebna uporaba par-
cialnih odvodov. Ko odvajamo samo po eni spremenljivki, delujejo vse ostale spremenljivke
kot konstante.

KerjeS:()je\/ ’ —(yQ_yl>2:1m($ —11)* + (ya —p)? =1

. (Y2— 9 . ( T —r >
_ h (S,
(x9 — 1) sign < 7 ) L DS, sin prap——

it \/ 12 S —0 0 -
—1 — 5.
(y2 —y1)? 5.
T — I T — T
. cosh | S, )
R (xz - x1) 81gn(y2 - yl) im T2 T ( Ty — X1/ _
\/(552 ) 4 —y)t S 1
(?JQ - y1)2
gy i) siente —y) wom o sien(e =yl —nl
(.%'2—5131)2 Ty — 1 |I2—ZL‘1|
(y2 — 3/1)2
-y 4 y2_y1(9c—:c1)
Tg — X1
. Y2 — U
| S.) = — 28
Sigl()f(l’, ) v * To — I1 (1: xl) ( )

yz;yl) = sign(y2 — y1). Ker smo predpostavili, da

velja r1 < xq, velja tudi |xy — x1] = 9 — 2.

Opomba: ker je | pozitiven, je sign(

Enacba 28 predstavlja enacbo premice med tockama A in B; toc¢no to, kar je pri¢akovati,
¢e je dolzina vrvi ravno najkrajSa mozna razdalja med tockama. S tem smo tudi na nek
nacin dokazali, da je premica (oz. daljica) res najkrajsa mozna pot med dvema tockama v
Evklidski ravnini.

Ostala sta se dva primera. Identiteta sinh(artanh(z)) = Sijfgf)l ni definirana za = = 0. V

tem primeru velja sinh(artanh(0)) = sinh(0) = 0 in Shmof(w, Si) =11 = Yo.
>

Zadnji robni primer se zgodi, ko je z; = x5. V tem primeru so enacbe nesmiselne ze od
samega zacetka, zato je primer lazje resiti z opazovanjem.
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Y
2 o1
1= a1, 24
1o Jz J1
1 o A
Ay
N5
U.J
Xz
0.5 1 1.5

Slika 8: Izrojen primer veriznice

Ker velja g}grgo S(z) = oo, velja, da je a = 0. O¢itno je g = x1 = T3, Yo pa se lahko dolodi z
malo razmisleka. Dolzina vrvi je sestavljena iz dela, ki je med tockama A in B (ki sta ena
nad drugo) in dela, ki visi pod obema tockama (Slika . Za ta poseben primer lahko brez
skode za splosnost predpostavimo, da y, > ;. Ce oznac¢imo z Ay razdaljo med najnizjo
tocko in tocko A, velja sledece:

[ =yo —y1 + 2Ay,

t+uy1 — vy
Ay="TOZ
yi+y2 — 1

Yo =y2 — Ay = 5

Izkaze se, da ni pomembno, katera tocka je nizje.

6 Ali enacbe delujejo v praksi?

Da bi preveril, ¢e zgoraj predstavljene metode delujejo v praksi, sem vzel vrv dolgo 2,52 metra
in jo obesil, da je prosto visela v ravnini pravokotni na tla. Pripel sem jo na dve tocki na tej
ravnini s koordinatami (0,0.27) in (2.18,0.64) (vse enote so v metrih). Za x-os sem izbral
spremembo v barvi fasade. Sliko visece vrvi sem prilepil v ozadje orodja za izdelovanje grafov
in ¢ez narisal graf z takimi parametri, kot jih je imela vrv. Za aproksimacijo sem uporabil
funkcijo Sy(x). Na Sliki |§| je slika vrvi, ki jo prekriva koordinatni sistem, na Sliki [10| pa je z
rdeCo narisana tudi izracunana oblika.
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Slika 9: Slika vrvi s koordinatnim sistemom

Slika 10: Prileganje matemati¢no ustvarjene funkcije s sliko visece vrvi
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Jasno, prileganje ni popolno, ampak matematicen izracun vseeno relativno dobro opise realno
stanje. Ze meritve niso bile popolnoma to¢ne - natanénost ni bila vedja od centimetra - poleg
tega pa tudi vrv ni popolnoma ustrezala zacetnim pogojem, saj je bila prej zvita in so doloc¢eni
notranji pritiski ostali, torej se ni popolnoma raztegnila pod svojo tezo. Za dolg tezek in
gibljiv kabel bi bila aproksimacija verjetno Se boljsa.

7 Zakljucek

Problem se je izkazal za precej bolj zapletenega, kot se je na zacetku zdel. Precejsnje
razocaranje je bilo odkriti, da Jim Emery predlaga najti resSitev na enacbo grafi¢no.
Dolgo sem iskal, kako bi se dalo enacbo analiti¢no resiti. Najprej sem hotel uporabiti
funkcijo xsinh (%), ampak se je izkazala precej teZja za aproksimacijo. Se ko sem enkrat
imel boljsi inverz, se nisem zavedal, koliko robnih primerov bo nastalo. Vseeno pa so robni
primeri na¢in preverjanja, ¢e ima model fizikalni smisel. Na drugi strani pa se je potrebno
tudi zavedati, kdaj je model uporaben in v katerih primerih ni ve¢ to¢en. V mojem primeru
bi verjetno lahko uporabil druga¢no aproksimacijo funkcije S(z), ¢e bi Zelel, da je model
natancen za velike vrednosti z, vendar bi bila taksna aproksimacija zagotovo manj natancna
za mahne vrednosti x. Izkazalo se je, da je moja aproksimacija dokaj toc¢na za vse razen
nekaj ekstremnih primerov, in da se model sklada z naravo.
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Vsi grafi, slike in skice so avtorjevo lastno delo.

Desmos datoteka, ki sem jo sestavil, kjer se lahko simulira v tej raziskovalni nalogi predsta-
vljen problem, se nahaja na tej povezavi: https://www.desmos.com/calculator/6sv6jo2zcn.
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