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POVZETEK

Problemi na Sahovnici imajo dolgo zgodovino in z njimi so se ukvarjali mnogi znani matematiki.
V nalogi so predstavljeni matemati¢ni problemi na $ahovnici, o katerih v slovenskem jeziku ni
veliko literature. Izbranih in re$enih je pet problemov: Stevilo kvadratov na $ahovnici,
Sahovnica in domine, Vsote $tevil 1, 0 in =1, Produkt $tevil 1 in =1 in Hro$¢ki na $ahovnici.
Obravnava vsakega problema vkljuuje predstavitev problema, reSevanje in razsiritev. V
predstavitvi problema je predstavljen problem, njegov izvor in ponekod tudi mozna pot
reSevanja. V nadaljevanju je zapisano reSevanje problema, ki vkljuCuje poskusanje,
postavljanje hipotez oziroma trditev in utemeljevanje oziroma dokazovanje. Cilj raziskovalne
naloge je bil resiti izbrane probleme, nato pa resitve posplositi na poljubno velikost Sahovnice
(nxn), kar je predstavljeno v podpoglavju Razsiritev. Raziskovalno nalogo je mozno uporabiti

kot vir dodatnih izzivov za dijake v okviru pouka, dodatnega pouka ali matemati¢nega krozka.

K1 j u € n esahoveis,endt@maticni problemi, reSevanje problemov, posplosevanje
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1 UVOD

Sva dijakinji, Zeljni novih izzivov, zato je bilo povabilo k sodelovanju pri raziskovalni nalogi kot
naroceno. Odlocili sva se, da bova raziskovali matemati¢ne probleme na Sahovnici. Ker se v
letoSnjem letu pri matematiki veliko pogovarjamo o Stevilih, sva Zeleli nekaj bolj zabavnega, a

da nama bi bilo Se vedno v izziv.

Naloge sva se najprej lotili z iskanjem literature, urejanjem oblike raziskovalne naloge in
iskanjem idej za probleme. Ustvarili sva podlago in na njej zaeli graditi. Najprej sva se posvetili
zgodovini $aha in sami igri. Pri tem so nama pomagale Stevilne strokovne knjige. O samem
Sahu lahko najdemo precej literature, o matemati¢nih problemih na Sahovnici pa sva nasli le

nekaj virov in tako je najina naloga dejansko postala raziskovalna naloga.

V uvodu sva predstavili enega prvih matematicnih problemov na $ahovnici. To je Problem
pSenicnih zrn. Odkrili sva, da imajo problemi na Sahovnici dolgo zgodovino in da so se z njimi
ukvarjali tudi znani matematiki. Predstavili sva dva bolj znana Sahovska problema, Skakacev

obhod in Problem petih dam.

V nadaljevanju sva se posvetili reSevanju petih matematicnih problemov na $ahovnici. Vsak
problem sva najprej predstavili, nato sva zapisali, kako sva ga reSevali, na koncu pa sva

problem Se posploSili na $ahovnico velikosti nxn.
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Ob besedi Sahovnica vecina ljudi najprej pomisli na igro $ah ali pa na plo$co s ¢rno-belimi polji.
Pa se najprej posvetimo $ahu. Sah je veliko ve¢ kot le igra ali $port, je tudi umetnost ali celo
znanost (Drinovec, 2002). Po izvoru je $ah bojna igra, saj sam nadzira$ eno vojsko, nasprotnik
pa drugo. O rojstvu Saha ne vemo nic, le teorij je veliko. Verjetno je, da je $ah nastal v vojski
in se je razvijal postopoma. Ta igra se je Sirila od vzhoda, proti Arabcem in od njih v Evropo.
Sah se je za¢el med pomembnimi ljudmi uveljavljati v srednjem veku, postopoma pa se je $iril
tudi med preproste ljudi. Figure pri $ahu so odraz takratnega Zivljenja, predvsem vojaskega. V
renesansi je Sah dobil skoraj kon¢no obliko in pravila, ki jih poznamo danes. V vsej dolgi
zgodovini Saha je razvoj temeljil predvsem na prenasanju in nadgrajevanju znanja iz generacije

v generacijo (King, 2002).

Ze med Arabci je bilo veliko genijev v $ahu. Najbolj znani sodobni velemojstri $aha pa so: Gari
Kasparov, Max Euwe, Robert Fischer, Magnus Carlsen, Sergej Karjakin, Milan Vidmar, Matej

Sebenik, Luka Leni¢ (Kasparov in Plisecki, 2004 in Wikipedia, Sahovske kategorije in naslovi).

Slikaly L3aIN} y2a2$S O KI
(Vir: https://tinyurl.com/3s44a7ki

Sahovnica je poleg figur osnovno orodje $aha. Sestavlja jo en velik kvadrat, v katerem najdemo
64 majhnih kvadratkov (po 8 v dolZino in po 8 v Sirino plosce). Od teh je 32 kvadratkov bele
(svetle) barve in 32 jih je ¢rne (temne) barve. Navpi¢na polja oznacujemo z malimi latinskimi
¢rkami a-h, vrste pa z arabskimi Stevilkami 1 — 8. Vsako polje (kvadratek) ima svojo oznako na

primer a2, hé6... (Bavdek, 1995).


https://tinyurl.com/3s44a7ku
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Slika2Y ~1 K2 @y A Ol
(Vir: https://tinyurl.com/yc6aans3)

V povezavi s Sahom in Sahovnico obstaja veliko razlicnih problemov. Eden prvih je omenjen v
legendi o pSenicnih zrnih. Gre za staro legendo, v kateri se je indijski cesar Sheram naucil igrati
Sah in postal tako navdusen nad to igro, da je Zelel nagraditi izumitelja te igre (izumiteljev je bilo
po vsej verjetnosti ve€). To je bil uenjak Seth. Prisel je pred cesarja in ta mu je Zelel ponuditi
karkoli, Seth pa je bil na za¢etku modro tiho. Cesarju je odgovoril, da naslednji dan spet pride,
ko bo premislil, kaj si res Zeli. Njegova Zelja je bila videti skromna: na vsako polje na Sahovnici,
mora cesar dati dvakrat toliko pSeni¢nih zrn kot na prejSnje, pri¢eti mora z enim zrnom na
prvem polju. Kralj se je razjezil in sluzabnikom rekel, naj prinesejo vreco psSenice. Matematiki
so na dvoru racunali, koliko zrn pripada Sethu, a to je trajalo predolgo za cesarjevo
potrpezljivost. Ugotovili so, da je nagrada res velika in cesar nima toliko pseniénih zrn kot si jih
je za nagrado zasluZil Seth. Zato te nagrade, s tako velikim Stevilom pSenicnih zrn, uéenjak Seth

nikoli ni dobil (Sahovski klub Petrinja, Legenda: $ah i zrno psenice).

Slika3Yy [ S3SYRI 2 LINRPof SYdz & LIOSYASYAYA
(Vir: https://tinyurl.com/ukrx6554)
Gre za besedilni problem, ki se ga obravnava predvsem v razvedrilni matematiki. Na Sahovnici

na prvo polje postavimo eno zrno, na drugo dve, na tretje Stiri in postopek ponavljamo tako,

da za vsako polje podvojimo Stevilo zrn iz prejSnjega polja. Zastavimo si vprasanje, na katerega

T Ny A


https://tinyurl.com/yc6aans3
https://tinyurl.com/ukrx6554
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iS¢emo odgovor, npr. Koliko zrn bo na zadnjem polju Sahovnice? Primer Sahovnice 8x8 je
sestavljen iz 64 polj. Podatek, ki nam je znan, je ta, da se na vsakem naslednjem polju Stevilo

zrn podvoji.

Problem lahko preprosto re$imo z potenciranjem in se$tevanjem. Ce $tevila zrn na posameznih
poljih zapiSemo s potencami, dobimo geometrijsko zaporedje (Wikipedia, Problem Stevila zrn

na Sahovnici).

¢ ¢ ¢ E ¢ e

Osnova vsake potence je 2, ki nakazuje podvojitev Stevila zrn na vsakem polju. Eksponenti pa
prikazujejo lego vsakega polja (1 za drugo polje, 2 za tretje polje itd.). Po formuli, ki sva jo nasli
na spletu (Wikipedia, Problem Stevila zrn na Sahovnici), dobimo rezultat, da na Sahovnico
velikosti 8x8 lahko postavimo 18 446 744 073 709 551 615 (osemnajst trilijonov Stiristo

......

devet milijonov petsto enainpetdeset tiso€ Seststo petnajst) zrn.

22%b! bL twh.[9aL b! ~!llhzxblL/L

Pri raziskovanju sva odkrili, da so nekateri problemi na $ahovnici tako zahtevni, da so se z njimi
ve¢ let ukvarjali tudi znani matematiki, kot je na primer Leonhard Euler. Ukvarjal se je
predvsem s problemom Skakacevega obhoda. To je zapleten problem, v katerem nastopata

skakac in Sahovnica (Wikipedia, Leonhard Euler).

Pri tem problemu mora skakac (konj) s katerega koli zacetnega polja na Sahovnici, obiskati vsa
ostala polja, ne da bi na katero polje skocil veckrat. Najvecji problem predstavlja sam skakag,
ki se lahko premika samo v obliki ¢rke L. Torej eno polje v stran, dve polji naprej ali dve polji v

stran in eno naprej (lahko pa se premika v katero koli smer).

Znanih je ve€ nacinov reSevanja problema. Prvi je seveda nacin, ko problem poskusamo resiti
z golo silo. To je zelo zahtevno, saj imamo na Sahovnicah veliko moznosti. Ta nacin bi bil
primeren predvsem za manjSe Sahovnice, za velikost 8x8 pa ne. Problem je v Stevilu moZnosti

in vtem, da zacetno mesto skakaca ni dolo¢eno. Ta nacin bi nam vsekakor vzel prevec casa.

Drugi nacin se imenuje deli in vladaj. Pri tem sprva razdelimo Sahovnico na manjse dele in na
vsakem delu sestavimo skakaCevo pot, na koncu pa te poti sestavimo skupaj (Wikipedia,

Skakacev obhod).
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Prvi dejanski postopek resevanja tega problema pa je bilo Warnsdorffovo pravilo (H. C. von
Warnsdorff, leta 1823). To pravilo oziroma hevristika (tj. nauk o metodah raziskovanja in
pridobivanja novih spoznanj) je zvenela tako: “Vedno se premakni na sosednji, neobiskan
kvadrat z najmanjSo stopnjo.” Stopnja pa je v naSem primeru Stevilo kvadratov, na katere se
lahko iz obstojecega kvadrata premaknemo (pri tem ne upostevamo Ze obiskanih kvadratov).
Problem pri tej hevristiki je predstavljal nedolo¢en zacetni kvadrat in kaj narediti, ko je skakac
obdan z vec ne obiskanimi sosednjimi kvadrati z minimalno stopnjo. Njegovo pravilo sta

dopolnila Se Pohl in Roth (Nauk.si, Warnsdorffov algoritem za problem skakacevega obhoda).

Skakacev obhod lahko zapiSemo na vec nacinov, ve¢inoma si pomagamo s teorijo grafov. Tu si
predstavljamo Sahovnico kot graf in med seboj poveZzemo polja, tako kot je skakal skakac iz

enega na drugega. Resitev je vec, na slikah spodaj sta prikaza resitve (Wikipedia, Knight's tour).
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SlikadY {11+ 6S% 20K28lika5:{ 111658 20K2R
(Vir: https://tinyurl.com/7je4nmxs) (Vir: https://tinyurl.com/3ur9drbv)

Iz problema Skakacevega obhoda je nastala druzabna igra Joust, ki se lahko Steje za razlicico
viteSke turneje za dva igralca. Igra je podobna skaka¢evem obhodu, saj prav tako ne smes
ponovno na polje, na katerem si Ze bil in se igra le s skakacema (konjema). Podobna je tudi

igra Game of Knights (Igra vitezov).

Dobro poznan je Se en problem in sicer Problem petih dam (kraljic). Gre za problem, ko
moramo na Sahovnici razvrstiti dame tako, da ne more nobena napasti druge. Problem lahko
reSujemo na ve€ nacinov in ima vec resitev. Ta problem bi bil lahko dober za trening $aha, saj
moramo dobro poznati pravila, kdaj dama lahko poje figuro in kako se lahko premika

(Wikipedia, Problem petih dam).


https://tinyurl.com/7je4nmxs
https://tinyurl.com/3ur9drbv
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Slika6: Problem petih dam
(Vir: https://tinyurl.com/5x2d9yrc=)

Sami se ne bova ukvarjali s Sahovskimi problemi in figurami, kot sta problem Petih dam in
Skakacev obhod. Teh problemov je veliko in po vsebini niso tako moc¢no povezani s samo
matematiko, ¢eprav jih resujemo z matemati¢nimi orodji (teorija grafov, deli in vladaj...).
Odlocili sva se, da si Zeliva izzivov, ki bodo povezani z matematiko, zato se bova ukvarjali z
matemati¢nimi problemi na Sahovnici. O tem sva nasli zelo malo slovenskih virov in nekaj
angleskih spletnih virov. V slovenski Wikipediji so omenjeni problemi na $ahovnici, vendar je
njihov glavni pomen premikanje figur. Na slovenski spletni strani Nauk.si (Hafner, 2010) sva
nasli zapisane naloge iz revije Presek, ki Se niso reSene. Preleteli sva jih in ugotovili, da gre v
prvi vrsti predvsem za premikanje figur. Nekaj matemati¢nih problemov na Sahovnici je poleg
Sahovskih in drugih problemov navedenih v knjigi z naslovom Znate resiti sami? (Kovic, 1996),
zato sva izbrali take, ki jih v knjigi ni. Ugotovili sva, da na spletu v slovenskem jeziku ni ¢lanka
ali raziskovalne naloge, kakrsne sva se lotili midve. Nasli pa sva hrvaski vir (Vinceti¢ idr., 2018)
in anglesSka vira avtorja Mariusa Gherguja (Ghergu, Matematics on the chessboard) in
profesorjev univerze v Utahu, ki so svojim Studentom postavili izziv (Tiling a checkerboard,
2018), iz katerih sva Crpali ideje za probleme. Z nalogami s spleta si bova seveda pomagali,

vendar je najin glavni cilj raziskovanje.

2.3 CILJI RAZISKOVALNE NALOGE

Cilj raziskovalne naloge je resiti izbrane matemati¢ne probleme na Sahovnici in poiskati
njihove posplositve za Sahovnico velikosti nxn (Sahovnico katerekoli velikosti). ReSitve
nekaterih problemov so bile Ze znane, najin prispevek pa je bil pri teh problemih v tem, da sva

resitev posplosili na Sahovnico velikosti nxn.


https://tinyurl.com/5x2d9yrc=)
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ReSevanja vsakega matemati¢nega problema sva se lotili s poskusanjem in preiskovanjem,
najina predvidevanja — hipoteze (matematicne trditve) pa sva potem ¢im bolj jasno utemeljili

oziroma dokazali.

2.4 METODE RAZISKOVANJA

Pri raziskovanju sva uporabili metodo dela s strokovno literaturo, prakticno preiskovanje

problemov, postavljanje trditev, matematic¢no sklepanje, posplosevanje in dokazovanje.

10
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3.1.1 PREDSTAVITEV PROBLEMA

Imamo Sahovnico (8x8 polj) in zanima nas, koliko kvadratov lahko najdemo na tej Sahovnici.
Gledamo kvadrate razli¢nih velikosti in na razlicnih mestih na Sahovnici. Problem je na spletu
zelo pogost, nasli pa sva ga na spletni strani Teachingideas.co.uk (How many squares on a

chessboard?).

31.2w9~9%! bW9

Problema sva se najprej lotili na najmanjsi velikosti Sahovnice. Na Sahovnici 2x2 imamo en
velik kvadrat velikosti 2x2, ki obdaja Sahovnico in stiri majhne kvadrate velikosti 1x1. Torej

imamo na Sahovnici velikosti 2x2 skupaj naslednje Stevilo kvadratov:

P C p T U

Slikaz:Y @ RN} & mMEwm yI OF K28y AOA HEH
Na Sahovnici 3x3 imamo en vedji kvadrat, ki obdaja Sahovnico (velikost 3x3) in Stiri kvadrate
velikosti 2x2 (ker lahko kvadrat velikosti 2x2 postavimo desno zgoraj, levo zgoraj, desno spodaj

in levo spodaj) in devet najmanjsih kvadratov velikosti 1x1.

P ¢ o pT

Slika8: Kvadrat2x2y | O BBy A OA

11
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Na Sahovnici velikosti 4x4 imamo en velik 4x4 kvadrat. Kvadrati velikost 3x3 so Stirje, kvadratov

2x2 je devet in kvadratov velikosti 1x1 je Sestnajst.

P ¢ O T oOom

Slika9: Kvadrat3x3y I Ol K@y A OA
Na Sahovnici 8x8 ponovno zaénemo z najvecjim kvadratom (velikosti 8x8), ki je samo eden,
torej 12. Nato imamo kvadrate velikosti 7x7, ti so $tirje, torej jih je 22. Nadaljujemo s kvadrati
velikosti 6x6 teh je devet, torej 32, in nadaljujemo tako do kvadratov velikosti 1x1, ki jih je 64,
torej 82. Torej so vsaki naslednji kvadrati za eno polje v dolZino in $irino manjsi od prejdnjega
in jih je vedno »na kvadrat«. Da dobimo, koliko je vseh kvadratov, na koncu le Se vse

seStejemo:
p ¢ o0 1 v ¢ X Y qmT

3.13w! ¥%2~LwL¢9 =+

Kar sva ugotovili v primeru Sahovnice 8x8, sva preverili tudi na vecji Sahovnici, velikosti 10x10.
Zac¢neva z najvecjim kvadratom 10x10 in ta je 12, torej 1 kvadrat velikosti 10x10. Nasledniji
kvadrat je za eno enoto manjsi od prejSnjega in Stevilo, ki ga kvadriramo, pove¢amo za ena.
Torej imamo kvadratov v velikosti 9x9 ravno ¢O0 T. Po logi¢nem sklepanju bi nato dobili
kvadrate v velikosti 8x8, ki jih je 0  wBPravilno smo izracunali, saj smo velikost kvadratov
zmanjsali za eno enoto, Stevilo teh pa dobili kot kvadrat za ena vecjega Stevila. Nadaljujemo
tako do konca. Torej naslednja velikost kvadrata je 7x7, teh kvadratov pa je po najinem
razmisljanju: ¢ p T, T T p @Za eno enoto manjsi kvadrat od prejSnjega je
kvadrat velikosti 6x6. Teh mora bitit p U, UL VD ¢ L Nadaljevanje razmisljanja je

prikazano v Tabeli 1.

12



JELENC, Tinkara, SLAPNIK, Lana (2021). Matemati¢ni problemi na $ahovnici. Ljubljana: SSFKZ

TabelalY ~(0S@At2 1 @I RN} G20 yI OFIK2@ByAOA mMnEwmn

velikost kvadratov Stevilo kvadratov

1x1 100
2x2 81
3x3 64
4x4 49
5x5 36
6x6 25
7x7 16
8x8 9
9x9 4

10x10 1

Vse skupaj samo Se seStejemo in dobimo koncni rezultat — torej Stevilo vseh kvadratov na

$ahovnici velikosti 10x10:

P T W PO CL OO TWOT Yp PpIMTO YU

Ko sva izracunali Stevilo kvadratov na Sahovnici 10x10, sva razmisljali, kako bi to lahko
posplosili na $ahovnico poljubne velikosti, kar ozna¢imo z nxn, kjer je n katero koli naravno

Stevilo.

Po ugotovitvah od prej sva oblikovali Tabelo 2:

Tabela2:~ § S@AE 2 1O RNI 28 yI OFK2OyAOA yEY

velikost kvadratov Stevilo kvadratov
1x1 €

2x2 E p

3x3 € C

4x4 € O
(n=1)x(n-1) G

nxn 1
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Na Sahovnici nxn je torej vseh kvadratov:
p ¢ o E &

Na spletu (Brilliant.org, Sum of n, n?, or n3) sva nasli formulo za vsoto kvadratov zaporednih

naravnih Stevil:

€€ p G p
®

Formulo sva preverilina primerihzan=1,n=2,n=8inn=10.

PP P CP p PIX

3
pd; 0 o
C¢C P Cx p G
cq; 7 7
W
: mww p(pcilbp lIJ(pmeTT

€

pmT P ¢PpmTp pTPALP
p

oyu
¢ ¢ v

Ugotovili sva, da formula v teh primerih drZi. Za splosen n pa sva formulo dokazali s pomocjo
indukcije. Pri indukciji formulo preverimo za n = 1, potem pa preverimo, ali formula velja tudi

za vsak naslednji n.
e p

PP PGP p P
¢ ¢

Ugotovimo, da za n = 1 formula velja, saj je 12 = 1 in po formuli tudi dobimo 1.

Preverimo Se, ¢e velja formula za n, ali potem velja tudizan + 1:

€0 ¢ p
. EE€ pce p
p ¢ o E ¢ E P E p
o
€€ p G p 9E p € pEG p QE p
() ¢
E PG & ¢ ¢ E PG Xt O
¢ o
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Po drugi strani, lahko formulo uporabimo za n + 1 in pogledamo, ¢e dobimo enako kot zgoraj:

E p &€ C Cce O E p CE ot TE @ E p CE X O
¢ ¢ ¢

Matematic¢na ali popolna indukcija je v matematiki metoda dokaza, ki se obi¢ajno uporablja
za dokazovanje ali je dana trditev ali izrek resni¢en za vsa naravna Stevila ali za vse clene
neskonénega zaporedja (Wikipedia, Matemati¢na indukcija), zato meniva, da je bila najina

izbira za dokazovanje formule pravilna.

Ugotovili sva, da se rezultat pri uporabi formule za n + 1 ujema s prejsnjim za n, kjer smo dodali
e (n + 1)% in tako sva z indukcijo pokazali, da formula za vsoto kvadratov zaporednih naravnih

Stevil velja.
Torej sva dokazali, da je Stevilo kvadratov na Sahovnici velikosti nxn enako:

€€ p G p
®

za vsako naravno Stevilo n.

32~!1 hxbL/! Lb 5halLb9
3.2.1 PREDSTAVITEV PROBLEMA

Problem je bil postavljen kot izziv Studentom v Utahu in sva ga nasli v pdf obliki na spletu
(Tiling a checkerboard, 2008). Imamo $ahovnico s 7x7 polji in domine v velikosti dveh
sosednjih polj. Predpostavimo, da je vsaj eno vogalno polje ¢rno.
Odgovorili sva na naslednja vprasanja:

- Ali je moZno pokriti zdominami celotno $ahovnico velikosti 7x77?

- Ali je mozno pokriti Sahovnico z dominami, ¢e odstranimo eno vogalno polje?

- Kaj pa ¢e odstranimo belo polje poleg vogalnega polja?

- Natancno dolodite, katera posamezna polja na Sahovnici 7x7 smemo odstraniti, da

lahko z dominami pokrijemo vsa ostala polja.

Problem sva razsirili Se z dvema vprasanjema:

- Kaksna je resitev problema na Sahovnicah 8x8 in 9x9°?

- Kaksna je resitev problema na Sahovnici poljubne velikosti (nxn)?
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Se preden sva se zaleli spopadati s problemom, sva v navodilu zasledili »zanko, ki sva jo
seveda morali resiti. Po navodilu moramo za reSevanje vzeti Sahovnico 7x7, ki ima 49
kvadratov (velikosti 1x1). Vsaj eno vogalno polje mora biti érno. Ce dobro razmislimo, bodo v
tem primeru vsa Stiri vogalna polja ¢rna. Do tega pridemo z naslednjim razmisljanjem: prvi
kvadrat v vrsti je €rn, 2. je bel, 3. je ¢rn, 4. je bel, 5. je ¢rn, 6. je bel in 7. je ¢rn. V resnici pa niti
ni potrebno Steti kvadratov in po vrsti razmisljati, katera barva je naslednja. Lahko samo dobro
premislimo: imamo 7 kvadratov, to je liho Stevilo kvadratov in imamo 2 barvi (sodo Stevilo). 7
ni veckratnik Stevila 2 in 2 ni delitelj Stevila 7, zato bo 7. kvadrat v vrsti spet ¢rn. Tako se ponovi
na vseh stranicah $ahovnice, na koncu so torej vsi vogalni kvadrati ¢rni. Na Sahovnici 7x7

imamo torej 25 ¢rnih kvadratov in 24 belih.

Prvo vprasanje se nama je zdelo dokaj enostavno. Domine so velikosti 1x2, torej zavzemajo
dva sosednja kvadrata, enega belega in enega ¢rnega. Ker je na nasi Sahovnici (7x7) 49
kvadratov, domina pa pokriva 2 sosednja kvadrata, potrebujemo 24 domin za 48 kvadratov,
25 domin za 50 kvadratov. Ponovno se srecamo z delitelji in veckratniki ter razlikami med
sodimi in lihimi Stevili. Ker je 2 sodo Stevilo (domina pokrije 2 kvadrata) in 49 je liho Stevilo
(Stevilo kvadratov na Sahovnici), to ne gre skupaj. Spet, 2 ni delitelj Stevil 49 in 25 (Stevilo ¢rnih
kvadratov), 49 in 25 nista veckratnika Stevila 2. Sicer je Stevilo belih kvadratov (24) veckratnik
Stevila 2 in 2 je delitelj 24, a to ni¢ ne spremeni. Vsa Stevila bi morala biti deljiva z 2, da bi lahko
Sahovnico pokrili zdominami. Ugotovimo, da bi na tej Sahovnici na ve¢ nacinov lahko postavili
24 domin (pokrili 48 kvadratov), en kvadrat pa bi vedno ostal nepokrit. V naSem primeru bi bil
to érn kvadrat, saj imamo liho $tevilo (25) ¢rnih in sodo $tevilo (24) belih. Ce bi dodali $e eno
domino, bi bil en del domine odvec. Ugotovili sva, da je nemogoce z dominami pokriti vse

kvadratke na sahovnici 7x7.

Slikal0: Domine

(Vir: https://tinyurl.com/ar8s26e8)
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Vprasali sva se, e je mozno, da bi Sahovnico 7x7 pokrili z dominami, e odstranimo eno
vogalno polje. Ker so vsa vogalna polja ¢rna, bo to mogoce. Sahovnica 7x7 ima 25 ¢rnih polj in
24 belih. Ce odstranimo eno €rno polje, bo to seveda mogoce, saj bomo imeli le $e 24 &rnih
polj in 24 belih polj (24=24), skupaj imamo nato 48 kvadratov (sodo Stevilo kvadratov). Ker je
obeh barv kvadratov enako in ena domina pokrije dva sosednja kvadrata obeh barv, bomo
porabili 24 domin da pokrijemo naso Sahovnico brez enega vogalnega kvadrata (S8ahovnica ima
v tem primeru 48 kvadratov). Ce to povemo $e z delitelji in veckratniki: 2 je delitelj $tevila 48

in Stevila 24 (Stevilo belih/¢rnih kvadratov), 48 in 24 sta veckratnika Stevila 2.

Ce pa bi na nasi $ahovnici 7x7 odstranili eno belo polje (ki se nahaja poleg vogalnega érnega),
bi bil rezultat malo drugacen. Potem bi imeli 23 belih polj in 25 ¢rnih. Morda se to slisi dobro,
saj na koncu dobimo 48 polj in to je sodo Stevilo. A ugotovili sva, da take $ahovnice ne moremo
pokriti zdominami, saj domina pokriva dva sosednja kvadrata. Torej pokrije enega ¢rnega in
enega belega. Torej nam ostaneta dve nesosednji ¢rni polji. Ugotovimo, da mora biti za resitev

problema enako belih in ¢rnih polj.

Zanimalo naju je Se, katero polje bi lahko na Sahovnici odstranili, da bi lahko $e vedno pokrili
vse kvadrate. Najprej so to seveda vsi vogalni ¢rni kvadrati, to so polja: a8, g8, al, gl. Katerega
koli od teh odstranimo, bomo lahko pokrili Sahovnico z dominami. Vsa ta polja so €rna, kar
pomeni, da imamo po odstranitvi posameznega vogalnega polja le Se 24 ¢rnih kvadratov, 24
belih, skupaj pa je to 48. Ze prej smo ugotovili, da se to s pokrivanjem izide, saj so vsa $tevila
soda. Po tem razmisljanju predvidevava, da lahko odstranjujemo le ¢rna polja, ker jih je na
zaCetku liho Stevilo in vec kot belih (25). To sva seveda poizkusili dokazati s prakti¢nim delom
— pokrivali sva Sahovnico 7x7 na vec nacinov. Ugotovili sva, da vedno ostane ene ¢rno polje, ki
ga lahko odstranimo. Torej lahko na Sahovnici 7x7 odstranimo katerokoli ¢rno polje in bo

Sahovnico mozno pokriti zdominami.

SlikallY ~ I K2 @y AeDimipdlji LJ2 dzR I NEB
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Odlocili sva se problem preuciti tudi na Sahovnici velikosti 8x8 in 9x9. Na Sahovnici 8x8 imamo
32 belih in 32 ¢rnih kvadratov. Na tej Sahovnici ne moremo imeti vseh vogalnih polj iste barve,
saj se pri sodih &tevilih to ne izide. Sahovnico 8x8 lahko pokrijemo z dominami, saj imamo 32
belih polj in 32 ¢rnih polj, skupaj 64 polj. Imamo enako Stevilo ¢rnih in belih polj, zato se vse
da pokriti. Pri Sahovnici 9x9 pa je enaka zgodba kot pri Sahovnici 7x7, saj imamo liho Stevilo
vseh polj, to je 81 polj. Ce so vsa vogalna polja érna, imamo 41 &rnih pol in 40 belih. Enako kot
pri $ahovnici 7x7 se ne da pokriti te $ahovnice z dominami. Ce bi to hoteli, moramo odstraniti
katerokoli ¢rno polje (pod pogojem, da je €rnih vec). Tako bi dobili 40 ¢rnih polj (41 — 1 = 40)
in 40 belih polj, vseh skupaj 80. Vsa stevila so soda in tako Sahovnico 9x9 bi pa lahko pokrili z

dominami.

Razmisljali sva tudi o tem, kako bi lahko problem razsirili na Sahovnico nxn. Iz najinega
reSevanja primerov za Sahovnice 2x2 do 9x9 sklepava, da se bo resitev razlikovala, ¢e bo n
sodo ali liho $tevilo. Ce bo n sodo, bomo imeli na $ahovnici sodo $tevilo vseh kvadratov
velikosti 1x1. In imeli bomo enako Stevilo belih in ¢rnih kvadratov in tudi ti dve Stevili bosta
sodi. Torej so vsa Stevila soda in imamo enako Stevilo belih in érnih kvadratov, zato bomo lahko
$ahovnico (n je sodo $tevilo) pokrili z dominami. Ce pa bo n liho, ima $ahovnica liho $tevilo
vseh kvadratov in Stevili belih in ¢rnih kvadratov se bosta razlikovali (eno bo sodo in eno liho).
Ker vsa Stevila ne bodo soda in ker imamo razli¢no Stevilo belih in ¢rnih kvadratov, sahovnice
(n je liho Stevilo) ne moremo pokriti z dominami. To bi lahko naredili le, ¢e bi odstranili
katerokoli polje enake barve kot so vogalna polja. Tako bi dobili sodo Stevilo vseh kvadratov

in enaki sodi Stevili belih in ¢rnih kvadratov.

3.3 VSOTE ¢ 9 £ QIN-1 ™
3.3.1 PREDSTAVITEV PROBLEMA

Problem z vsotami Stevil sva nasli pri Mariusu Ghergu (Matematics on the chessboard). Imamo
Sahovnico velikosti 8x8. Na vsako polje lahko vpiSemo Stevilo — 1, 0 ali 1. Ali je moZno Stevila
na $ahovnico vpisati tako, da dobimo same razli¢ne vsote teh Stevil (gledamo vsote po vrsticah,

stolpcih in obeh diagonalah)?
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Skozi raziskovanje so naju vodila naslednja vprasanja:
- Ali je to moZno narediti na $ahovnici velikosti 2x2? Kaj pa na Sahovnici velikosti 3x3?
- Ali je to mozno narediti na Sahovnici velikosti 8x8? Poisci dokaz za svojo trditev.

- Sklepaj, ali je moZno dobiti razlicne vsote na Sahovnicah velikosti nxn in dokaZi

trditev.
0 1 0 1
1 1 2
-1
0 1
Slika12y t NA1FT NBOSGlFyal LINBoft SY!I

Na najmanjsi Sahovnici 2x2 sva se lotili reSevanja s poizkusanjem, a nama je to kljub majhni
Sahovnici vzelo kar nekaj ¢asa. Ugotovili sva, da je to nemogoce. Za vecje Sahovnice sva Zeleli
najti nacin, kako lahko hitreje ugotoviva, ali bova dobili povsod razlicne vsote ali ne. Ugotovili
sva, da morava najprej ugotoviti, koliko razlicnih vsot rabimo in nato koliko jih sploh lahko
dobimo s kombinacijami Stevil =1, 0 in 1. Pri Sahovnici 2x2 potrebujemo dve razli¢ni vsoti v
stolpcih, dve v vrsticah in dve po diagonalah. Skupaj je to 6 razlicnih vsot. MoZnih pa je samo
5 razli¢nih vsot:

1.p p ¢
P P
p T
T

© © 4

p
p P q

v o~ W N

Na Sahovnici 2x2 lahko dobimo samo 5 razli¢nih vsot, potrebujemo pa jih 6, torej na Sahovnici

2x2 ne moremo dobiti samih razli¢nih vsot.

Za Sahovnico 3x3 sva ugotovili, darabimo 0 @, torej 6 vsot za vrstice in stolpce in e dve
za diagonali. Torej potrebujemo 0 X; ¢  razli¢nih vsot. S Stevili—1, 0, 1 pa lahko dobimo

le vsote: —3,-2,-1,0, 1, 2 in 3, kar je 7 razli¢nih vsot. To so cela Stevila od -3 do 3.
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Problem lahko razsirimo na $ahovnico velikosti 8x8. Tu potrebujemo Y ¢ p azlicnih
vsot, dobimo pa lahko samo vsote od —8 do 8, torej 17 razlicnih vsot, kar je ponovno ena

premalo.

3.33w! %.~LwL ¢ 9+

Ce problem posplogimo na $ahovnico velikosti nxn, ugotovimo, da dobimo vedno eno vsoto

premalo, da bi lahko nasli resitev. Za Sahovnico nxn si lahko pomagamo s temi formulami:

1. Za ugotovitev, koliko razli¢nih vsot potrebujemo:

e ¢

2. Za ugotovitev, koliko vsot lahko dobimo:
ex p
Torej sva pokazali, da imamo vedno eno vsoto premalo, da bi lahko dobili same razli¢ne vsote

po vrsticah, stolpcih in diagonalah.

34PRG! Y¢L -FIMO L]
3.4.1 PREDSTAVITEV PROBLEMA

Problem s produkti Stevil sva nasli pri Mariusu Ghergu (Matematics on the chessboard).
Imamo Sahovnico velikosti 7x7. Na vsako polje lahko vpiSemo Stevilo p ali 1. Problem je
naslednji: Ali je moZno Stevila zapisati na Sahovnico tako, da dobimo v vsaki vrstici produkt 1,

v vsakem stolpcu pa produkt p?

342w9~9+! bW9

Pri reSevanju sva poskusali odgovoriti na naslednja vprasanja:

Ali je to mozno narediti na Sahovnici velikosti 2x2? Kaj pa na $ahovnici velikosti 3x3?

- Na primeru 2x2 in 3x3 poglej, kaj dobis, e zmnozi$ produkte Stevil po vrsticah med
seboj. Kaj pa dobis, ¢e zmnozis produkte Stevil po stolpcih med seboj? Bi moralo to biti
enako? Zakaj?

- Alije moZno postaviti pin 1 po pravilih na Sahovnici velikosti 7x7? Kaj pa na 8x8?

- Posplosi svojo trditev na Sahovnice velikosti nxn in trditev dokazi.

Na Sahovnici 2x2 sva ugotovili, da lahko v obeh stolpcih dobimo reSitev  p, v obeh vrsticah

pa 1. Do resitve sva prisli s poskusanjem. Nasli sva dva nacdina:

20



JELENC, Tinkara, SLAPNIK, Lana (2021). Matemati¢ni problemi na $ahovnici. Ljubljana: SSFKZ

Slikaldy 5 @S Y2 OyiAS WNB QA @O KLAN®YoA OA  H EH

Problema sva se s poskuSanjem lotili tudi na Sahovnici 3x3 in ugotovili, da tukaj resitve ni.
Dobili sva mnogo razli¢nih kombinacij, a nobena ni bila prava. Zaceli sva razmisljati, kako bi

dokazali, zakaj je problem resljiv na Sahovnici 2x2, na 3x3 pa ne.

Sklepali sva, da je razlika pri Sahovnici velikosti sodega krat sodega Stevila in lihega krat lihega
Stevila — pri sodih se izide, pri lihih pa ne. Da bi se prepricali, sva nadaljevali z reSevanjem

drugega vprasanja.

Ce med seboj pomnoZimo produkte po vrsticah na $ahovnici 2x2, dobimo rezultat 1, ki je
pozitiven, ¢e pa med seboj pomnoZzimo produkte po stolpcih, dobimo prav tako rezultat 1, kar

pomeni, da sta si rezultata enaka.

PO p PP

Ugotovili sva, da rezultat pravzaprav mora priti enak, ker, ¢e zmnozimo produkte Stevil po
vrsticah, dobimo produkt vseh Stevil na Sahovnici, enako pa dobimo produkt vseh Stevil na
Sahovnici tudi, ¢e zmnoZimo produkte Stevil po stolpcih, ker je vrstni red mnoZenja

nepomemben.

Ce zmnozimo vse produkte vrstic in vse produkte stolpcev med seboj pri $ahovnici 2x2,

dobimo:

PPO pO p p

Dobili smo pozitiven rezultat 1, ki je enak produktu kvadratov vseh Stevil na Sahovnici, kar

mora biti enako 1.

Predpostavimo, da se da problem resiti tudi na $ahovnici 3x3 (€eprav resitve nisva nasli). Ce

med seboj zmnoZimo produkte Stevil po vrsticah, dobimo 1 (p Pp JPp  p), e pa zmnoZzimo
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produkte Stevil po stolpcih, padobimo p( p O p O p p). Ta dva rezultata nista
enaka. Sklepamo lahko, da, e bi se dalo zapisati Stevila na Sahovnico 3x3 po pravilih, ki jih
postavimo v problemu, produkt teh Stevil ne bi bil enak, ¢e enkrat mnozimo po stolpcih, drugic¢
pa po vrsticah. To je v nasprotju z matemati¢nimi zakoni in sva dokazali, da na Sahovnici

velikosti 3x3 resitev problema ne obstaja.

Ce med seboj zmnoZimo $e vse rezultate produktov tako po vrsticah kot tudi po stolpcih, pa

dobimo:

PPPO pO pO p PO p P
Potem bi na Sahovnici 3x3 moralo veljati, da je produkt kvadratov vseh Stevil enak —1, kar pa
ni mogoce. Zgornje potrjuje, da na Sahovnici 3x3 resitve problema o produktih Stevil 1in p
ni.
Na Sahovnici 7x7 nisva nasli reSitve, na Sahovnici 8x8 pa sva. Tu vidiva enak problem. Najprej

sva skicirali Sahovnico 8x8 in nasli eno od resitev:

-1 1 -1 1 1 1 1 1

1 -1 1 -1 1 1 1 1

SlikaldY t NA { LINPRB SN OBx8 OF K2 Gy A OA
Spet lahko razmisljamo, koliko dobimo, ¢e med seboj zmnozimo produkte Stevil po vrsticah.
Dobimo rezultat 1. In ¢e med seboj zmnoZzimo produkte Stevil po stolpcih, prav tako dobimo

1. Torej dobimo enaka rezultata pri mnoZenju po vrsticah in po stolpcih.
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343w! Y2~LwL ¢9 =+

Ce problem razsiriva na $ahovnico velikosti nxn, moramo lo¢iti, €e je n sodo ali liho $tevilo.

V primeru, da je n sodo Stevilo, pride produkt produktov stevil po vrsticah enak:

PP

produkt produktov Stevil po stolpcih, pa je:

p p.

Ker je n sodo Stevilo, sta si rezultata enaka. Produkta rezultatov in vrstic si morata biti enaka,
saj sta to le dva razli¢na vrstna reda, da med seboj zmnoZimo vsa Stevila na Sahovnici. Ker ne
glede na vrstni red mnoZenja dobimo enak rezultat, lahko Stevila na Sahovnico postavimo po

danih navodilih.

Ce postopek s produkti po stolpcih in vrsticah ponovimo $e na lihi $ahovnici (n je liho $tevilo),

pride produkt produktov Stevil po vrsticah:

Produkt produktov Stevil po stolpcih pa je:

p p-

Rezultata na lihi Sahovnici si med seboj nista enaka. Torej reSitev ne obstaja, saj Stevil v
Sahovnico ne bi morali vstaviti na nacin kot zahtevajo navodila. Ne moremo jih postaviti, ker
to ne bi bilo v skladu z matemati¢nim zakonom o zamenjavi, ki je osnova resitve tega

problema.

Ta dva rezultata si morata biti enaka saj, ¢e med seboj zmnozimo produkte Stevil v vrsticah, je
to produkt Cisto vseh Stevil na Sahovnici, prav tako je produkt ¢isto vseh Stevil na Sahovnici, ¢e
med seboj zmnoZimo produkte stolpcev. Enaka si morata biti, saj pri mnoZenju velja zakon o
zamenjavi, torej kakorkoli mnozZimo vsa Stevila na Sahovnici, nam mora rezultat priti enak, kot

Ce Stevila mnoZimo v ¢isto drugacnem vrstnem redu.

Ce pa med seboj zmnozimo $e vse produkte, tako po vrsticah kot tudi po stolpcih, pa dobimo,

¢e je n sodo Stevilo:

PO p p
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Dobimo pozitiven rezultat 1, saj drZi ta formula:
ni & Qo amd Qudao ¢ i'ﬁ@ﬁ)i’Qi(M'"’ Q p
Saj vsi vemo, da se minus pri kvadriranju iznici:

PO p p

Ce ne dobimo 1, ni moz#no vstaviti $tevil v $ahovnico tako, kot od nas zahtevajo navodila. In

ugotovili sva, da to ni mogoce pri lihih Stevilih:
p O p p, Ce je n liho Stevilo, torej ni resitve, ¢e delamo po nasih navodilih,
p O p p, ¢e je n sodo Stevilo, obstaja resitev za naso nalogo.

Na dva nacina sva pokazali, da ima problem reSitev samo na Sahovnicah velikosti nxn, kjer je

n sodo $tevilo. Ce je n liho $tevilo, pa resitev ne obstaja.

351 wh~RIYL~!1 htbL/ L
3.5.1 PREDSTAVITEV PROBLEMA

Problem je bil predstavljen na spletni strani The math doctors (Peterson, 2018). Problem naj
bi izviral iz Indije in bil postavljen na Drzavnem tekmovanju iz matematike za 9. razred. Glasi
se takole: Na Sahovnico 9x9 poloZzimo 65 hrosckov, na vsako polje enega. Ti se lahko vsakokrat
premaknejo le na sosednje (s skupno stranico povezano) polje v vodoravni ali navpi¢ni smeri.
Noben hros¢ek ne more narediti dveh zaporednih navpicnih ali vodoravnih premikov. Pokazi,

da bosta po nekaj premikih vsaj dva hroscka na istem polju.

352w9~9+! bW9

Pri reSevanju sva poskusali odgovoriti na naslednja vprasanja:

- Ali je to moZno narediti na Sahovnicah velikosti 2x2, 3x3, 4x4, 5x5?

- Ali bi bilo moZno na Sahovnico 9x9 postaviti 64 hros¢kov, ne da bi se dva znasla na
skupnem polju? Kako se gibajo hroscki ob vsakem premiku? Gibanje opisi z barvami na
Sahovnici. Zakaj ne moremo imeti 65 hros¢kov, ne da bi se po premikanju dva znasla
na istem polju?

- Posplosi svojo trditev na Sahovnice velikosti nxn in trditev dokazi.
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Najin zadnji problem sva za zacetek prestavili na najmanjso Sahovnico, velikosti 2x2. Najpre;j
sva morali razmisliti, koliko hrosc¢kov sploh potrebujemo, da bo problem enak osnovnemu
problemu. Ce imamo na 3ahovnici 9x9 65 hros¢kov, to pomeni, da na $ahovnici 2x2
potrebujemo 2 hros$cka. Do tega rezultata smo prisli, ker je pri Sahovnici 9x9 65 hrosckov, to
Stevilo pa dobimo, ko ugotovimo, koliko poljima za 1 manjSa Sahovnica od nase in temu Stevilu

pristejemo 1:

w p Y
pap ot
¢t p QU

Splosna formula za Stevilo hro$¢kov na $ahovnici nxn:
¢ pOt p p QUL WEERE U
Na Sahovnici 2x2 torej potrebujemop 3 P ¢ hroscka. S poskuSanjem sva ugotovili, da se

ob premikanju navpi¢no in vodoravno hroscka lahko nikoli ne srecata, ¢e ju na Sahovnico

postavimo npr. diagonalno:

H1

H2

SlikalsYy t NA 1T NBOSGIyeal LINBofSYF yI OFK23yAOA
Hroscka se tako lahko oba isto€asno premikata v smeri urinega kazalca ali v nasprotni smeri.
(Na primer, oba naenkrat se premakneta, in sicer H1 navpi¢no dol in H2 navpic¢no gor, nato H1
vodoravno desno in H2 vodoravno levo, zdaj se H1 premakne navpi¢no navzgor in H2 navpi¢no
navzdol, nato pa se H1 premakne vodoravno levo in H2 vodoravno desno, ... Oba sta prisla do
svojega zacetnega polja, ne da bi bila kadarkoli vmes oba na istem polju). To kroZenje se lahko

nadaljuje v neskoncnost in se ne bosta nikoli srecala na istem polju.

Na Sahovnici 3x3 potrebujemo ¢ & p U hrosckov. S poskusanjem sva ugotovili, da resitev

ne obstaja, da imamo prevec hros¢kov oziroma premalo moznosti za premikanje hrosckov.
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Slikalt NA1FT NBOSOIyel 3 NBaodnB Yl yI OF K2 By A OA
Na Sahovnici sva si pomagali z barvami rdeca (R), bela (B) in zelena (Z), ki ga kot nacin reSevanja
predlaga avtor prispevka na spletni strani The math doctors (Peterson, 2018). Hroscki se gibajo

po barvah tako: R>B->Z->B,..., to zaporedje se nato ponavlja znova in znova.

Najprej pogledamo, koliko hros¢kov je v zacetku lahko na posamezni barvi glede na to, kako

se premikajo v nadaljevanju (vedno pridejo tudi na zeleno polje, ki je samo eno):

Z: 1 naZ, ker je eno zeleno polje

R:nnaR->nnaB;->nnalZ torej jeT p, ker imamo 1 zeleno polje
BmnaB,>mnaR->mnaB;> mnaZtorejjed p, kerimamo 1 zeleno polje
B:: k na B, > knaz, torejje Q p, kerimamo 1 zeleno polje

Ker v nekem trenutku pridejo vsi hros¢ki na zelena polja, je lahko na zacetku najvec 1 hroscek
na polju posamezne barve R, Z, By, B,. Skupaj so lahko na Sahovnici najve¢ 4 hroscki. Nemogoce

jih je na Sahovnico postaviti 5, saj bi bila na zelenem polju v nekem trenutku dva hroscka.

Naslednja Sahovnica, na kateri sva iskali resitev, je Sahovnica velikosti 4x4. Na tej imamo 10

hrosckov, ki so lahko postavljeni tako:

H1 | HZ | H3
R Sy —_—>
A l A |
Ha *5 HE l
== < m—
H7 | HE | H9
- B> —_—
| A |
ol |11
Slikal7:t NA 1T NBOSGlIyal MaNRO6t SYlF yI OFK2@yAOA
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Ce vsi hrod¢ki kroZijo v smeri urinega kazalca, se ne bodo nikoli sre¢ali, tudi ¢e bi imeli toliko

hrosckov, kolikor je polj, torej 16.

Problem lahko reSimo tudi s pomocjo barv, tako hros¢kov ne omejimo na premikanje v krogu.

Ponovno uporabimo tri barve (rdeco, zeleno in belo).

Slikal8&t NA 1 T NBOSOI yal 4HdrBavdms Yl yI Ol K2@yAOh
Hroscki se gibajo po enakem vrstnem redu, kot pri Sahovnici 3x3, torej: R>B1—=>Z->B,... in nato
v enakem vrstnem redu naprej. Spet najprej pogledamo, koliko je lahko hros¢kov na zacetku

na posamezni barvi:
Z: najvec 4

B:: najvec 4

B,: najvec 4

R: najvec 4

Skupajjetonajvect T T T T T p (hrosckov, to je toliko kot je vseh polj na
Sahovnici 4x4, mi pa Zelimo na Sahovnici imeti le 30 p p Throsckov. Torej resitev

obstaja.

Naslednja $ahovnica je v velikosti 5x5, kjer moramo na Sahovnico dati 17 hrosckov, ki se med
sabo ne bodo srecali. Sprva sva razmislili, ali je mozno te hroscke razvrstiti tako, da se bi gibali

v smeri urinega kazalca, a sva ugotovili, da je to nemogoce.
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Hl_{H2 | H3 |H4
MR t
He_ | Hp | HE | He

H9 | H10 | H11 | H12

4—
l 4 1 A
Hi?: H|14 HllE H|16
—l N
H17
Slikal%t NA 1 T NBOSGlI yal 5ENRof SYI yI OF K2Jy A OA

Poskusili sva najti tudi resSitev s pomocjo barv:

Slika20't NA1+FT NBOSOI yal suekBaodnB Yl yI OF K23y A OA
Na Sahovnico bi morali postaviti 17 hrosckov, gibljejo pa se v enakem zaporedju kot na
prejsnjih Sahovnicah (R>B=>Z->B,...). Poglejmo, koliko jih je lahko na zacetku na dolocenih

barvah:

Z:4 naZ, kerimamo 4 zelena polja

R:nnaR->nnaB;>nnaztorejjel T, kerimamo 4 zelena polja
B.mnaB,>mnaR->mnaB;> mnaZtorejjed T, kerimamo 4 zelena polja
B:: kna B, > knaz, torejje Q T, kerimamo 4 zelena polja

Vse skupaj bi na Sahovnici lahko imeli le 16 hrosckov, ki se ob pravilni postavitvi ne srecajo.
Ker v dolo¢enem trenutku vsi pridejo na zelena polja, so lahko na vsaki barvi polj najvec 4
hroscki. Ce bi dodali $e enega, bi bilo v nekem trenutku na zelenem polju ve¢ hro$¢kov hkrati,

Cesar pa ne Zelimo. ReSitve na Sahovnici 5x5 ni.
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Na Sahovnico velikosti 9x9 bi lahko postavili 64 hros¢kov in se med seboj ne bi srecali, saj je
na vsaki barvi lahko 16 hrosckov, saj je 16 zelenih polj (teh je najmanj) in odlocajo o tem, koliko

hrosckov je lahko na posameznih poljih:

Z: 16 na Z, ker imamo 16 zelenih polj

R:nnaR->nnaB;>nnaz torejjel p pker imamo 16 zelenih polj
B.mnaB,>mnaR->mnaB>mnaZtorejjed p@, kerimamo 16 zelenih polj
Bi:knaB; > knaz torejje Q p ¢pkerimamo 16 zelenih polj

Skupaj bi torej na Sahovnici velikosti 9x9 imeli najvec: p @ P ® P ® p @ @ Throsckov,

oziroma YAP W @ throsckov. Ti hroscki se med seboj ne bi srecali.

Ce pa bi na $ahovnico 9x9 Zeleli postaviti 65 hros¢kov, bi se v nekem trenutku dva hro$¢ka
srecala na istem zelenem polju. Zato je nemogoce imeti na Sahovnici 9x9 vec kot 64 hrosckov,

ne da se med seboj srecajo.

Slika2l:t NA 1 I T  INBBOSWSE yiIe | yok9 z Berveng Gy A O A

353w! Y2~LwL¢9+

Na $ahovnici nxn sva ugotovili, da se resitvi razlikujeta, ¢e je n sodo ali liho $tevilo. Ce je n liho
Stevilo, je resSitev povezana s Stevilom zelenih polj na Sahovnici, ki jih je na lihih Sahovnicah

najmanij. Stevilo zelenih polj na ahovnici nxn za liho $tevilo n dobimo po formuli:
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In ker imamo Stiri razlicne barve, na katerih bodo lahko v zacetku postavljeni hroscki (dve vrsti

bele barve) to pomnoZzimo 3e s 4:

In nato lahko krajSamo Stevila in na koncu dobimo splosno formulo za Stevilo hros¢kov, ki se
ne bodo srecali, na Sahovnici nxn, kjer je n liho Stevilo:
T3¢ p O¢ p € p o3¢ p
¢ P

E po¢ p € p

Pri sodi velikosti Sahovnice je sploSna formula drugacna. Na teh Sahovnicah imamo enako
Stevilo vseh polj razli¢nih barv. Stevilo polj posamezne barve na $ahovnici nxn za sodo $tevilo

n je enako:
£
>
G
Formula za Stevilo hros¢kov, ki se ne bodo srecali na Sahovnici nxn (n je sodo Stevilo), je:
EE TEZXE £ |
130 €
¢ C ¢ P

Torej imamo na Sahovnici nxn, kjer je n sodo Stevilo, lahko toliko hros¢kov, kolikor je polj, in

se hrosc¢ki med seboj lahko ne bodo srecali. Problem je mozZno resiti na vseh sodih Sahovnicah.
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4 %! Y[ W] 29Y
V raziskovalni nalogi sva predstavili pet matematicnih problemov na Sahovnici. Vsak problem
sva najprej opisali, nato zapisali potek reSevanja problema, na koncu pa sva resitev posplosili

na poljubno velikost Sahovnice (nxn).

V prvem problemu (Stevilo kvadratov na $ahovnici) sva odkrili, da je $tevilo vseh razli¢no

velikih kvadratov na Sahovnici velikosti nxn enako za vsako naravno Stevilo n:

€€ p G P
0

Trditev sva na manjsih Sahovnicah preverili s poskusanjem, za sploSen n pa sva jo dokazali s
pomocjo matematicne indukcije in se s tem naucili novega nacdina dokazovanja matematicnih

trditev.

V drugem problemu (Sahovnica in domine) sva poskusali razliéno velike $ahovnice pokrivati z
dominami in odkrili, da na resitev vpliva, ali je pri Sahovnici nxn n sodo ali liho Stevilo. Pri lihem
n moramo odstraniti katerokoli polje, ki je enake barve kot vogalna polja, za sode n pa

Sahovnico lahko pokrijemo z dominami, ne da bi odstranili kak$no polje.

V tretjem problemu (Vsote Stevil 1, 0 in —1) naju je zanimalo, ali je moZno Stevila—1,0 in1na
Sahovnico postaviti tako, da dobimo same razli¢ne vsote teh stevil (gledamo vsote po vrsticah,
stolpcih in obeh diagonalah) in odkrili sva, da problem ni resljiv, saj imamo premalo razli¢nih

vsot (€ Oy p) glede na to, koliko jih potrebujemo (¢ X ¢ .

V Cetrtem problemu (Produkti Stevil 1 in —1) naju je zanimalo, ali je mozno Stevila 1 in -1 na
Sahovnico zapisati tako, da dobimo v vsaki vrstici produkt 1, v vsakem stolpcu pa produkt -1.
Odkrili sva, da se resitev razlikuje glede na velikost Sahovnice. Za Sahovnice nxn, kjer je n sodo
Stevilo, je to mozno narediti, ¢e pa je n liho Stevilo, pa resitev ne obstaja. Nasli sva dva dokaza
— pri prvem sva si pomagali z zakonom o zamenjavi za mnoZenje, saj sva mnotzili Stevila na
Sahovnici po vrsticah in po stolpcih, pri drugem pa sva upostevali, da pri kvadriranju Stevil

vedno dobimo pozitivno Stevilo.

V petem in tudi zadnjem primeru (HroSc¢ki na Sahovnici) naju je zanimalo, koliko hrosckov
lahko postavimo na Sahovnico velikosti nxn, da je mozno, da se pri gibanju po navodilih ne

bodo srecali. Odkrili sva, da se resitev razlikuje za sode in lihe dimenzije Sahovnice. Na
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$ahovnico velikosti nxn, kjer je n sodo $tevilo, lahko postavimo n? hro$¢kov in problem resimo,

za n je liho $tevilo, pa jih lahko postavimo (n — 1)? in s tem problem ni resljiv.

V raziskovalni nalogi sva uZivali — tako ob tem, ko sva poskusali priti do resitev sami, kot tudi
ob branju virov, kjer so bili navedeni poskusi in poti reSevanja drugih. Med samim procesom
raziskovanja pa sva se tudi zelo dobro pocutili, ker sva ugotovili, da so bili matematicni
problemi na Sahovnici predmet raziskovanj, veckrat tudi vecletnih, velikih in znanih

matematikov, ter da so se pojavljali tudi na matemati¢nih tekmovanjih.

V nadaljevanju bi se najina raziskovalna pot lahko nadaljevala skoraj na enako nacinov kot v
zgodbi o zrnih na Sahovnici. Lahko bi nasli nesteto izzivov, ki bi jih opredelili kot matematicni
problem in ga vkljucili v raziskovalno nalogo ali k reSevanju povabili Se prijatelje. Mogoce bi
pri dolocenih problemih lahko nasli ve¢ moznih nacinov reSevanja, ali celo resitev. Lahko pa bi
z majhnimi spremembami iz najinih problemov dobili nove. Naj nastejeva le nekaj idej za

probleme, ki bi jih Se lahko raziskali:

- Koliko razliénih pravokotnikov lahko najdemo na Sahovnici 8x8?

- Ali lahko pokrijemo z dominami dolzine tri (tromini) Sahovnico 8x8?

- Koliko trikotnikov lahko postavimo na $ahovnici 8x8?

- Ali je mozno stevila -2, -1, 0, 1, 2 na Sahovnico vpisati tako, da dobimo same razli¢ne
vsote teh Stevil (gledamo vsote po vrsticah, stolpcih in obeh diagonalah)?

- Ali bi lahko problem s hroscki na Sahovnici resili, ¢e bi se hro$cki lahko premikali tudi

diagonalno?

Ob raziskovalni nalogi sva dejansko uZivali in ugotovili, da je matematika zelo uporabna za
reSevanje izzivov, ter da je lahko tudi zabavna. Naucili sva se preprostega sklepanja, uporabo
indukcije in splosSnega dokazovanja. Predstavljene probleme na Sahovnici bi lahko uporabili
tudi pri pouku kot dodaten izziv za dijake ali pa pri dodatnem pouku ali matemati¢nem krozku.

Verjameva, da bi jih dijaki z veseljem resevali in da bi se pri tem tudi veliko novega naucili.
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