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1 POVZETEK

Cilj raziskovalne naloge je fizikalno opisati gibanje papirnih letal. V tej raziskovalni
nalogi je papirno letalo definirano kot poljuben predmet iz papirja.

V nalogi obravnavamo gibanje enoslojnih papirnih letal iz ravnih ploskev. Preprost
primer je piramidno letalo. Za gibanje tega je izpeljana analiti¢na resitev.

Gibanje sploSnega enoslojnega papirnega letala iz ravnih ploskev je sprogramirano
kot fizikalna simulacija. Sprogramirano je tudi sledenje gibanju papirnih letal. To je
kasneje uporabljeno pri analizi posnetkov leta.

Na koncu raziskovalne naloge je eksperimentalno preverjeno, kako dobro deluje
model. |z rezultatov je razvidno, da za nekatera letala deluje dobro, za druga pa
ne deluje. Odvisno je od tega, v kolikni meri za posamezno letalo veljajo doloCene
predpostavke. Programi so napisani v jeziku Wolfram Mathematica in dostopni na
strani Github na naslovu https://bit.1ly/3a4x5Wn. Tam je tudi razli¢ica te naloge,
ki vsebuje grafike v vi§ji locljivosti.

KLJUCNE BESEDE

Papirna letala, sila curka, vztrajnostni moment, navor pregibov, simulacija, Wolfram
Mathematica, analiza posnetka, piramidno letalo, helikopter letalo, W letalo

KEY WORDS

Paper planes, stream force, moment of inertia, bending torque, simulation, Wolfram
Mathematica, video analysis, pyramid plane, helicopter plane, W plane


https://bit.ly/3a4x5Wn

2 UVOD

Vedno sem se rad ukvarjal s papirnimi letali, saj so se mi zdela zabavna in fizikalno
zanimiva. Na prvi pogled se zdijo nekaj enostavnega, vendar pa so fizikalno
zelo zapletena za obravnavo. Sele letos sem znal dovolj fizike, matematike in
programiranja, da sem se lahko lotil fizikalnega opisa zelo preprostih papirnih letal.

Moj prvi cilj je bil simulacija poljubnega papirnega letala, ki bi upostevala pravi pretok
zraka. Naloga se je izkazala za neizvedljivo s srednjeSolskim znanjem. Zato sem
se omejil na papirna letala iz enega sloja papirja, z ravnimi ploskvami in priblizkom
mirujoCega zraka okoli letala. S temi predpostavkami lahko nekatera letala opiSemo
presenetljivo dobro, drugih pa ne moremo. Cilji, ki sem si jih zastavil in jih tudi
izpolnil, so bili:

* simulacija papirnih letal z zgornjimi predpostavkami,
» sprogramirano sledenje gibanju papirnih letal s posnetka,

» eksperimentalno preverjanje modela.

Programiral sem v jeziku Wolfram Mathematica, saj ima ta vgrajenih veliko
matematicnih funkcij, funkcij za delo s seznami, simboli¢no raCunanje, izris
grafik, skratka vse, kar sem za raziskovalno nalogo potreboval. Za enostavnejSe
programiranje sem uporabljal tudi aplikacijo Touch Portal in makro gumbe na miski,
v katere sem shranil ukaze (funkcije) in njihove pogoste kombinacije. Tudi vse skice
v raziskovalni nalogi sem naredil v Mathematici. Za pisanje raziskovalne naloge sem
uporabil program LaTeX.

Za simulacijo je bilo potrebnih ve¢ korakov. Najprej sem ugotovil algoritem, ki
papirno letalo razdeli na trikotnike. Nato sem izpeljal enacbe za maso, tezisCe in
vztrajnostni moment posamezne ploskve papirnega letala ter silo in navor zraka
nanjo. Potem sem izpeljal Se enatbe za medsebojne sile in navore med ploskvami.
Vse te elemente sem naposled povezal v simulacijo. Za bolj8e delovanje simulacije
sem raziskoval tudi tri razliCne popravke.

Za eksperimentalni del naloge sem izpeljal enacbe za sledenje gibanju papirnega
letala s posnetka, tudi prostorskemu, ki pa v praksi deluje le pri zelo dobrih pogojih.
V eksperimentalnem delu sem na primeru treh vrst papirnih letal ugotavljal, kako
dobro deluje simulacija.

Naloga je izvirna, saj so vsi obstojeCi opisi papirnih letal, ki se jih je dalo najti, le
kvalitativni in ne fizikalni.

Z raziskovanjem bom nadaljeval, saj se da simulacijo izboljSati e na veliko nacinov.
Nekaj jih je nastetih v zakljucku.



3 TEORETICNE OSNOVE SIMULACIJE LETAL

3.1 RAZDELITEV LETALA NA TRIKOTNIKE

Ukvarjali se bomo s papirnimi letali, ki imajo ravne ploskve. Temu najbolj ustrezajo
letala iz trdega papirja, ki letijo pri nizki hitrosti. Ce je letalo sestavljeno iz samih
ravnih ploskev, lahko vsako od teh razdelimo na trikotnike. Razdelitev nam bo v
pomoc¢ pri nadaljnji obravnavi letala.

Treba je ugotoviti algoritem, ki bo vsako ploskev razdelil na trikotnike. Ploskve
bomo v simulaciji podali kot seznam zaporednih ogliS¢ v prostoru. Lazje bi bilo,
Ce bi bila ploskev podana v 2D, zato moramo najprej spremeniti koordinate oglis¢
ploskve v 2D. To lahko naredimo tako, da zasu¢emo ploskev v vodoravni polozaj,
z mnozenjem pozicijskih vektorjev ogliSC ploskve z ustrezno rotacijsko matriko. To
je matrika transformacije, ki zavrti normalni vektor ploskve 7 v vektor (0,0,1) (glej
sliko).

Slika 1: Obracanje ploskve iz 3D v 2D

Wolfram Mathematica, v kateri so narejene simulacije, ima Zze vgrajeno
funkcijo RotationMatrix[u,v], ki z numeri¢nimi metodami poiSCe rotacijsko matriko
transformacije, ki zavrti vektor u tako, da kaze v smeri vektorja v.



Po mnozenju ogli§¢ z omenjeno matriko problem razdelitve veckotnika na trikotnike
postane 2D.

Ce moramo razdeliti na trikotnike naslednji vegkotnik in to poskusimo narediti s
svincnikom na papir, je naloga precej o€itna.

Slika 2: Veckotnik

Ce razmislimo, kako smo se odlo¢ali, kie bomo narisali ¢rto, dobimo preprost
algoritem. Zamislimo si, da stojimo v enem ogliS¢u. V nasprotni smeri urinega
kazalca gremo po eno oglis¢e naprej od ogliS¢a do oglis¢a. Pri vsakem ugotovimo,
ali prejSnje, to in naslednje oglisCe tvorijo trikotnik, ki ga lahko odrezemo od
veckotnika. Ce v nekem ogliéu zavilemo v desno, tega trikotnika ne moremo
odrezati, saj je to “vdolbina” v ve¢kotnik. Ce zavijemo v levo, pa moramo $e preveriti,
ali morebitna povezava seka katero izmed ostalih stranic. Ce je ne, lahko odrezemo
ta trikotnik. S tem smo dobili nov veckotnik. Z dobljenim vecCkotnikom proces
ponavljamo, dokler nam ne ostane trikotnik. Za vsak dobljeni trikotnik na koncu Se
ugotovimo indekse njegovih ogli§¢, med oglis¢i zacetnega veckotnika in jih zberemo
v seznam. Naslednja slika prikazuje razdelitev prejSnjega vecCkotnika na trikotnike.
Crka Z na sliki oznaduje zacetno oglisée.



A

Slika 3: Veckotnik, razdeljen na trikotnike



3.2 MASA TRIKOTNIKA IN PLOSKEV LETALA
Trikotnik naj bo podan z ogli&Ci r;, 2 in r3 (glej sliko).

1

T2

T3
Slika 4: Trikotnik

Zeleni vektor lahko izrazimo kot r, — ry, rdeCega pa kot r3 — r;. Recimo, da je letalo
iz papirja s plo&¢insko gostoto p,. Ta je natan¢no izmerjena in podana za vsak papir.
Masa posamezne ploskve letala je vsota mas trikotnikov:

To; —T1i) X (T3 — T14

3.3 TEZISCE TRIKOTNIKA IN PLOSKEV LETALA

Za izracun teziSCa uporabimo znano dejstvo, da je tezisCe trikotnika na povprecju
njegovih oglis¢ r, = B22rs | TeZisCe celotne ploskve je zato

— DMy _ Y oil(ras — r1i) X (13 — 714)| (P15 + T2s + 735)
Y my 3 i 1(r2s — 715) X (136 — 714)|
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3.4 VZTRAJNOSTNI MOMENT TRIKOTNIKA IN PLOSKEV
LETALA

Trikotnik lahko razdelimo na neskonéno majhne koscke (paralelograme), kot kaze
slika.

Slika 5: Trikotnik, razdeljen na koScke

Recimo, da smo razdelili trikotnik na koScke z mrezo, sestavljeno iz chl vrstic,

vzporednih rde¢emu vektorju in ﬁ zelenemu vektorju. Lego kosCka glede na

teziS¢e ploskve r, lahko opiSemo z vektorjem:
Ar (Cl, CQ) =7ry+ Cl (7“2 — ’l"1) + CQ (7‘3 — 7“1) — T

Kjer je:

Vv v

* r, pozicijski vektor teziSCa ploskve, katere del je ta trikotnik,
» (] delez zelenega vektorja in
» (), delez rdeCega vektorja.

Ce si v 2D predstavljamo, da je zeleni vektor i = (1,0) , rde&i pa j = (0,1), se
lahko hitro prepri¢amo, da za tocke v trikotniku, dolo¢enem z baznima vektorjema
2in j velja C; + Cy < 1. V tem primeru prejSnji predpis predstavlja toCke med
premico y = —x + 1 in koordinatnima osema. Lahko si predstavljamo transformacijo,
ki trikotnik med baznima vektorjema v 2D spremeni v poljubni trikotnik. Ker sta C
in Cy v sploSnem deleza rdeCega in zelenega vektorja, velja zveza tudi za poljubni
trikotnik.

11



(0,1)

Slika 6: Trikotnik, razdeljen na koscke v 2D

Izracunajmo maso dm enega kosSc¢ka. Plos¢ina kvadratka, ki ga oklepata z in j je
1. PloSCina paralelograma, ki ga v prostoru oklepata zeleni in rdeCi vektor je zato
|(re — r1) x (rg — r1)|-krat vecja od tiste v osnovnem 2D primeru. PloS€ina koS¢ka
bi bila v osnovnem 2D primeru enaka dC,dC,. Zato velja:

dm = py |(r2 —r1) X (rs — 71)| dC1dCs

S tem lahko izrazimo vztrajnostni moment dJ enega koSc¢ka (glede na tezisCe
ploskve r,):

(Ar-§)° + (Ar-2)> —(Ar-&)(Ar-g) —(Ar-2)(Ar-2)
dJ = | —(Ar-&)(Ar-§) (Ar &)+ (Ar-2)° —(Ar-g)(Ar-2) |dn
—(Ar-&)(Ar-2) —(Ar-9)(Ar-2) (Ar- &)+ (Ar-9)°

~—

Vztrajnostni moment i-tega trikotnika ploskve (glede na njeno tezisce r,) je vsota
vztrajnostnin momentov vseh neskonéno majhnih koSckov, na katere smo ga

razdelili, torej integral:

1 1701 °
= far=[ |  |dm=
0 0

1 1701 °
= pp |(T2s — T15) X (r3; — 715)] / / .| deydc,
0 0

Vztrajnostni moment ploskve (glede na njeno tezisCe r,) pa je vsota vztrajnostnih

momentov trikotnikov, ki jo sestavljajo (glede na tezisCe ploskve r.,):

1 1-C1 .
T=Y Ji=pp ) |(rai —r1i) x (rsi — m)|/0 /0 .| dCydCy

12



Ko to raCunalnik integrira in poenostavi, dobimo zelo dolgo enacbo. Ta je med
prilogami.
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3.5 SILA ZRAKA NA TRIKOTNIK IN PLOSKVE LETALA

Za izraun sile in navora zraka na trikotno ploskev moramo, kot smo to naredili
Ze pri izraCunu vztrajnostnega momenta, integrirati prispevke po celi ploskvi. Da
lahko izraCunamo te prispevke, moramo poznati tlak in gradient hitrosti zraka glede
na ploskev, v vsaki toCki na obeh straneh ploskve. Da bi to dvoje poznali, bi morali
narediti simulacijo pretoka zraka okoli letala. TakSne simulacije se dela z numeri¢nim
reSevanjem Navier-Stokesovih enacb. To je zelo zapleteno in presega gimnazijsko
znanje, poleg tega pa so take simulacije tudi zelo poCasne na racunalniku. Zato
sem v raziskovalni nalogi vzel velik priblizek, da zrak okoli letala miruje in lahko silo
in navor zraka izraCunamo kot silo in navor curka zraka. Priblizek v veliko situacijah
zadoSCa, saj je viskoznost zraka relativno majhna.

Recimo, da se tocka na ploskvi premika s hitrostjo v. Potem po priblizku mirujo¢ega
zraka, zrak na ploskev v tej toCki vpada s hitrostjo —wv (glej sliko).

dF,

Slika 7: Sila zraka F,
Uporabili bomo enacbo za silo curka:
F. = pSv*

V nasem primeru bo to
dF, = p(v-7n)*dS

14



Sila curka dF. je vektor, usmerjen vzporedno vektorju 7 , stran od ». To z enacbo
zapiSemo tako:

3)
VAN
3)
VAN

0,1 0,1

dF, = dF,f = p(v-n)nadsS
-n>0,—1 -n > 0,—1

Hitrost v gibanja toCke na trikotni ploskvi pa je v = v, + w x Ar, kjer Ar izrazimo

tako, kot prej pri izracunu vztrajnostnega momenta trikotnika:
A’I"ch(’l"z—’r'l)—f—OQ(’l“g,—’l"1)+’l°1—’l°*

Tudi celotno silo zraka na i-ti trikotnik F; izraCunamo, kot smo vztrajnostni moment

trikotnika:
V=G y.n<0,1 )
o Jo v-1n>0,-1

A~

= p|(r2s — 13) X (T3i — 713)| T

v (Cy,C n <0,1
/ / b S (v (Cy, Cy) 'ﬁ)Q dCodCh
01,02) n >0 -1

Za ta integral ne poznamo analiticne resitve, lahko pa ga racunalnik izracuna
numeri¢no. Ker je v simulaciji velikokrat izra¢unana sila upora F.; na trikotnike, to
simulacijo zelo upocCasnjuje. Lahko pa vzamemo priblizek, pri katerem zanemarimo
vrtenje trikotnika. To simulacijo pospesi in da rezultate, ki se v preizkusenih primerih
ujemajo na tri mesta natanéno. Ce vzamemo ta priblizek, je hitrost v (C1, Cy) = v,
povsod na trikotniku. Zato je izraz za F; tak, kot za dF.:

v, -1 <0,1 2
F,, = p (v -1)" ST
V-1 >0,—1

Kot Ze prej, je tudi sila zraka na ploskev enaka vsoti sil zraka na trikotnike, ki jo

sestavljajo:
Fz - Z in

15



3.6 NAVOR ZRAKA NA TRIKOTNIK IN PLOSKVE LETALA

Navor zraka na i-ti trikotnik ploskve (glede na njeno tezisCe r,) M._; bomo izraCunali
na enak nacin, kot silo zraka F,; nan;j:

Mzi:/szi:/ATXszi:

= pl(rai — r1i) X (T35 — T14)|

1 1-C4 C’,C’ -A<071
// v (C1,Cy) R < (v (Ch, Cy) - 1) Ar (C1, Co) x | dCadCh
o Jo v(C1,Cr) - >0,-1

Tudi ta integral ni analiticno resljiv, ampak zanj nimamo dovolj dobrega priblizka.
Zato bomo uporabili numeriCno integriranje. Da to simulacije ne bo prevec
upocasnilo, bo program na novo izra¢unal M_; manjkrat na sekundo.

Kot Ze prej, je tudi navor zraka na ploskev (glede na njeno tezisCe r,) enak vsoti

Vv v

navorov zraka na trikotnike, ki jo sestavljajo (glede na tezisce ploskve r,):

Mz = ZMzz

16



3.7 GIBANJE ENE PLOSKVE

Gibanje ploskve lahko razdelimo na vrtenje in gibanje tezis¢a (postopno gibanje).
Na ploskev delujeta teza in sila zraka. Ta povzroci tudi navor.

Vv v

Gibanje teziS¢a ploskve lahko opiSemo z 2. Newtonovim zakonom:

. F,
T*ZQ+E

Izraza za m in F, sta v prej$njih poglavjih.

Opisati vrtenje je bolj zapleteno. Zamislimo si, da hkrati s ploskvijo vrtimo tudi
zaCetne bazne vektorje. V koordinatnem sistemu zavrtenih vektorjev imajo oglis¢a
ploskve vedno iste koordinate, Ce postavimo izhodisce v teziS¢e ploskve. Posledi¢no
je v tem koordinatnem sistemu konstanten tudi vztrajnostni moment J = J,.
Poimenujmo ta koordinatni sistem koordinatni sistem ploskve (glej sliko).

k

Slika 8: Koordinatni sistem ploskve

Zavrtene zaCetne bazne vektorje lahko zberemo v stolpce matrike:
1 jl kl
J2 ko
3 j3 k3

T =

Ny & &)
[\v]

T je tudi matrika transformacije, ki na$ koordinatni sistem spremeni v ploskvinega.
Vemo pa tudi, da je vztrajnostni moment J matrika transformacije, ki vektor w
spremeni v . J;* lahko pretvorimo v na$ koordinatni sistem tako:

Jl=TJ;'T

Dokaz za to je v viru [1]. Kotno hitrost ploskve w lahko zato izrazimo z njeno vrtilno
koliCino T':
w=TJ;'T'T

17



Ogliséa ploskve r;, bazni vektorji koordinatnega sistema ploskve #, 7, k in normalni
vektor ploskve 7 se v Casu dt zavrtijo za kot wdt okoli w. To dosezemo z mnozenjem
z ustrezno rotacijsko matriko. Tudi za rotacijsko matriko transformacije vrtenja za kot
d okoli vektorja w, ima Wolfram Mathematica vgrajeno funkcijo RotationMatrix[®,w].
To bomo oznaciliz RM (®,w). S tem lahko zapiS§emo nasledniji izraz:

3 (t +dt) = RM (w (1) dt, w (1)) (1)
Tak izraz bo prigel tudi pri 7, & in 7.

Pri koordinatah ogliS€ r; je pomembno tudi gibanje teziS¢a. Zato pred mnozenjem
z RM premaknemo ploskev tako, da je tezis¢e ploskve v koordinatnem izhodiscu
in po vrtenju nazaj, na koncu pa dodamo premik tezis¢a (rotacijo opiSemo glede na
tezisCe):

ri(t+dt) = RM (w(t)dt,w (t)) (r; (t) — 7s (1)) + 7a (t) + v (1) dt

V zadnjih dveh enacbah w izrazimo iz T po enacbi pred tema. T" v simulaciji dobimo
tako, da ga na zacCetku izracunamo kot

FO = Jowo

Potem ob vsakem cCasovnem koraku vrtilni koli€ini, po izreku o vrtilni koliCini,
priStejemo sunek navora:

T(t+dt)=T()+M,(t)dt — T =M,
Zdaj lahko povzamemo potek simulacije tako:
» Vnesemo zacetne podatke:

— pozicijski vektorji oglis¢ ploskve r;;
— hitrost teziS¢a ploskve v,;

— kotna hitrost ploskve w;

— plo&Cinska gostota papirja p,;

— gostota zraka p;

— gravitacijski pospesek g;

— Casovni korak v simulaciji dt.

18



» Program enkrat:

— razdeli ploskev na trikotnike,

— izraCuna ploscino S ploskve,

— izraCuna maso m ploskve,

— izraCuna tezisCe r, ploskve,

— izraCuna vztrajnostni moment J, ploskve,

— izraCuna zacetno vrtilno koliino T'y ploskve.

» Program ponavlja korake:

_S)
)
bl

zavrti in premakne oglis¢a »; ter zavrti bazne vektorje
koordinatnega sistema ploskve in normalni vektor ploskve 7i;

premakne tezisce r,;

— izraCuna silo zraka F;

— izraCuna navor zraka M;

— izraCuna pospes$ek tezisca ploskve #,;
— izraCuna novo hitrost tezisCa ploskve v,;
— izracuna novo vrtilno koli¢ino T';

— izra¢una novo kotno hitrost w;

— vsako 1/60 s v simulaciji izvozi sliko;

gre za dt naprej.

Simulacijo lahko preizkusimo na preprostem primeru. Zamislimo si ploskeyv,
oblikovano kot T-kocka v Tetrisu. Recimo, da je v brezteznostnem prostoru in, da
na zacCetku kotna hitrost w kaze malo stran od simetrijske osi ploskve (glej sliko).
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Slika 9: T-ploskev

V viru [2] je razlozeno, da v takem primeru pride do gibanja po ucinku teniSkega
loparja. Ce deluje pravilno, se mora to zgoditi tudi v simulaciji. Ko pozenemo
simulacijo, se zgodi naslednje:

- Ce je razmerje pp/p Majhno, se ploskev hitro zaustavlja in gre proti vodoravni
legi. Da se v tej legi ploskev stabilneje vrti, lahko intuitivno pojasnimo tako:
Ce je kotna hitrost priblizno pravokotna na ploskev, je navor zraka majhen, Ce
pa se ploskev malo nagne, jo navor zraka potiska nazaj v to lego. To je le za
predstavo, ni pa dokaz.

- Ce je razmerje pp/p zelo veliko, se dobro vidi uinek teniSkega loparja.
Pomembno je le, da je ¢asovni korak dt v simulaciji dovolj majhen, sicer se
rezultat hitro oddaljuje od pravilnega. Simulacijo bi se dalo izbolj$ati tako, da
bi uporabljala RK-metodo viSjega, npr. 4. reda. Potem bi bila simulacija z
enakim ¢asovnim korakom dt natanénejsa.
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3.8 SILE VZMETI MED PLOSKVAMI

Papirno letalo je sestavljeno iz ve¢C med seboj povezanih ploskev. Te med seboj
druga na drugo delujejo s silami in navori. Ni oCitno, kako bi lahko dobili sile med
ploskvami. Nekaj podobnega je simulacija dvojnega fizicnega nihala, brez priblizka
za majhne kote [4]. Ze pri navadnem dvojnem nihalu se stvar silno zaplete. Pri
papirnem letalu je tak problem v treh dimenzijah, poleg tega pa mora simulacija
delovati za poljubno $tevilo poljubnih in poljubno povezanih ploskev. Brezupno bi
bilo problem reSevati na tak nacin, zato si izmislimo enostavnejSega.

Predstavljajmo si, da so ploskve med seboj v stikajoCih se oglis¢ih povezane z
namisljenimi vzmetmi, brez mase, osnovne dolzine 0. To seveda ni resnicno in
ni pravilno, ampak, ko gre proznostni koeficient vzmeti k£ proti co (v praksi veliki
vrednosti), to pravilno opisuje gibanje ploskev papirnega letala. To je zato, ker gre
v limiti razmaknjenost ploskev proti 0. Ce to ne bi bilo res, bi imeli protislovje z
ohranitvijo energije. To je zato, ker je proZnostna energija vzmeti, za katero velja
Hookov zakon, Ce gre k proti oo enaka

AQ
lim W, = lim FAl

k—o0 k—o00

Vidimo, da bi bil zgornji izraz enak oo, ¢e Al ne bi Sel proti 0. Rezultat, da gre razmik
med ploskvami proti 0, zagotavlja, da se ploskve drzijo skupaj tudi ob predpostavki,
da so povezane z opisanimi vzmetmi.

Sile in navore vzmeti na ploskve izracunamo po Hookovem zakonu:
Fv = ZF'M = Zké’rz = k?z (?“7;2 — ’I"il)
A A A

M, = ZM'”" = ZAri x Or;k = /{;Z (ri1 — 74) X (Ti2 — 7i1)
Kjer je:
 dr; vektor med koncem na prvi in koncem na drugi ploskvi i-te vzmeti,
* ;1 konec i te vzmeti na prvi ploskvi in

* ;2 konec i te vzmeti na drugi ploskvi.
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3.9 NAVORI PREGIBOV MED PLOSKVAMI

V modelu manjkajo Se navori pregibov M,. Ti so odvisni od velikega Stevila
dejavnikov, kot so:

* dolzina pregiba (premo sorazmerje),
* vrsta papirja,

» osnovni kot v pregibu,

* sprememba kota v pregibu,

* “razmajanost” pregiba,

+ drugi dejavniki.

Navori v pregibih so premajhni, da bi jih lahko natanc¢no izmerili in prisli do kakih
ugotovitev. Zato bomo za model poenostavljeno predpostavili, da je navor v
pregibu sorazmeren z dolzino pregiba in je poljubna funkcija spremembe kota med
ploskvama v pregibu. Najveckrat vzamemo kar linearni model s su¢nim koeficientom
D. Naj bo u, vektor od enega do drugega skupnega ogli§¢a med stikajoCima
ploskvama. Da se pri programiranju ne bi preve¢ zapletlo, je narejeno samo za
primere, pri katerih se sosednji ploskvi stikata v dveh oglisCih. Definirajmo funkcijo
¢ (u1,uz,us). Ta funkcija naj pove kot, za katerega moramo zavrteti vektor u,, okoli
vektorja us, po pravilu desne roke, da dobimo vektor us:

(w1 X uz) - ug > 0,0 (u1, us)

(Ul X Uz) cug < 0,27 — ¢(U1,’Uq)

QO(ULU%US) - {

Kjer je ¢ (u1,us) manjSi kot med vektorjema w; in uy. Za spremembo kota med
ploskvama papirnega letala pa vzamemo razliko od osnovnega kota med ploskvama
in omejimo spremembo kota med —= in 7. Predznak bo pomemben za smer navora
med ploskvama.:

AQO, =@ (ﬁ17ﬁ27up7t - tl) — @ (,ﬁ'la’ﬁ'Zaupat = 0)

Ay < —m, AY’ + 21
Ap =4 -1 <Ay <1, Ay
Ap' > A’ — 271
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|z Ze prej napisanega sledi izraz za navor pregiba na ploskev M,,:
M, = u,f (Ap)tp = f(Ap) up
In linearni model za f (Ay) = DAy:
M, = DAypu,

Naslednja slika prikazuje navor pregiba M,, na sprednjo ploskev.

= —20° Ap = 20°

Slika 10: Navor pregiba M,,
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3.10 GIBANJE LETALA

Gibanje papirnega letala bomo obravnavali z raCunanjem gibanja za vsako ploskev
posebej. Zato lahko uporabimo vecino razmislekov in izpeljav, ki smo jih naredili za
gibanje ene same ploskve. V enacbi za gibanje teziS¢a ploskve moramo upostevati
Se sile vzmeti F, na ploskev:

F.+F
Fo=g4 2ty

Prav tako je treba v enacbi za vrtilno koliCino uposStevati Se navore vzmeti M,, in
navore pregibov M,, na ploskev:

I'=M, +M,+M,

Vse ostale enacbe ostanejo nespremenjene. Tudi v simulaciji moramo dodati nekaj
reCi. Potek simulacije gibanja papirnega letala izgleda tako:

* Vnesemo zacetne podatke:

— pozicijski vektorji oglis¢ ploskve r;;

hitrosti teziS¢ ploskev v,;

kotne hitrosti ploskev w;

proznostni koeficient vzmeti k;

— sucni koeficient pregibov D ali druga funkcija f (Ayp);
— plo&Cinska gostota papirja p,;

— gostota zraka p;

— gravitacijski pospesek g;

— Casovni korak v simulaciji dt.
» Program enkrat:

— razdeli ploskve na trikotnike,

— poisce indekse 0gliS¢ in ploskev, ki so med seboj povezane,
— izraCuna plo&cCine S ploskeyv,

— izraCuna mase m ploskev,

— izraCuna tezis¢a r, ploskey,

— izraCuna vztrajnostne momente J, ploskeyv,

— izraCuna zacetne vrtilne koliCine T’y ploskev.
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+ Program ponavlja korake:

zavrti in premakne ogli§¢a r; ter zavrti bazne vektorje i, 3, k koordinatnih
sistemov ploskev in normalne vektorje ploskev n,

— premakne tezisca r,,

— izracuna sile zraka F,,

— izrac¢una navore zraka M,

— izracuna sile vzmeti F,,,

— izrac¢una navore vzmeti M,, ,

— izraCuna navore pregibov M,,,

— izraCuna pospeske teziS¢ ploskev #,,

— izraCuna nove hitrosti teziS¢ ploskev v,
— izra¢una nove vrtilne koli¢ine T,

— izraCuna nove kotne hitrosti w,

— vsako 1/60 s v simulaciji izvozi sliko,

gre za dt naprej.

Simulacijo bomo najprej preizkusili na preprostem primeru. Imamo 6 ploskev, ki so
vezane v nekak$no postrani Sesterno fizicno nihalo (glej sliko).

Slika 11: PoSevno nihalo
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Pri tem je zgorniji rob vriljivo vpet. Za to je v program vklju¢eno, da lahko na zacetku
vnesemo tudi katera ogliS€a bodo vpeta na svoje zacetne polozaje. Sile na vpeta
oglis¢a racunamo tako, kot sile med ploskvami. Vpeti rob bi lahko uporabili tudi,
Ce bi nas zanimalo, kako se zaradi teze spremenijo koti med ploskvami letala pred
spustom. Se ena moznost uporabe bi bila za simulirati, kako se spreminjajo kot
med ploskvami ob metu papirnega letala. Pri zadnjem bi se pritrdiS¢a premikala po
krivulji meta, nato pa izginila.

Ce pozenemo simulacijo, vidimo, da se ob dovolj majhnem ¢asovnem koraku dt
prejSnje “nihalo” giblje tako, kot bi pricakovali. Ce pa je dt prevelik, gibanje ploskev
hitro podivja in razdalje med njimi grejo proti neskoncno. Do tega verjetno pride, ker
se ogli$éa vsakié premaknejo malo predale&. Ce na primer zaénejo s hitrostjo v (¢)
in se premaknejo za v (t) dt , v pa se manjsa, je povprecna hitrost malo manjsa kot
v (t). Vzmet je tako vsaki¢ malo bolj raztegnjena in ploskve hitro grejo neskon¢no
narazen. O tem lahko premislimo na najlazjem primeru (navadno vzmetno nihalo).
Pri tem je Stevilo potrebnih korakov na sekundo, da simulacija ne divergira, razmerno
Vk (fiksno $tevilo korakov na nihaj ¢, = 27\/% ). Ce preizkusimo razliéne vrednosti
k, vidimo, da se potrebno Stevilo korakov na sekundo res veca priblizno razmerno

Vk.

Tezava je v tem, da za boljSo natanc¢nost simulacije, potrebujemo vecjo vrednost
proznostnega koeficienta k. Ce pa izberemo vegji &, moramo tudi zmanj$ati asovni
korak v simulaciji in jo s tem upoCasnimo. En nacin, kako bi se dalo izboljSati
simulacijo, da bi zadoSCal ze vecji Casovni korak dt, bi bil z uvedbo RK-metode
vi§jega reda . To v simulacijo ni vklju¢eno, so pa v naslednjih poglavjih opisani Se
trije razliCni nacini popravkov.
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3.11 POPRAVEK Z RAVNANJEM PLOSKEV

Ta popravek bi se ponovil le na vsakih nekaj Casovnih korakov, zato simulacije
prakticno ne bi upocasnil. Popravek deluje tako: najprej pois€emo najmanj
razmaknjeni oglisCi, ki bi se mogli stikati. Nato premaknemo eno ploskev tako,
da se ti dve oglisCi stikata. Potem ploskev zavrtimo da se stikata $e drugi dve
skupni oglisCi. To ponovimo za vse ploskve. Kotne hitrosti ploskev in hitrosti
teziSC popravimo tako, da za razliko kotnih hitrosti sosednjih ploskev vzamemo samo
komponento, vzporedno pregibu.

Ta popravek je le mozna ideja, saj v simulaciji ni dokoncan. Izkaze se, da se
programiranje tega popravka kljub temu, da zveni enostavno, zelo zaplete.

3.12 POPRAVEK Z OHRANITVIJO ENERGIJE

Ta popravek temelji na tem, da sproti racunamo energije in delo zraka. Nato hitrosti
teziSC v, in kotne hitrosti w pomnozimo s takim faktorjem ~, da velja energijski zakon.
Ce v enadbo zberemo prisotne oblike energije in delo dobimo:

Wit + Wyt +Want + Wit + Wit = Wpo + Wi + Wi — A <=
Wit + Wi = Wpo + Wio + Wiro = Wyt = Wyn = Wann — A
Kjer je:
+ W, zaCetna potencialna energija,
« Wy zaCetna kinetiCna energija,
» Wy zacetna rotacijska kinetiCna energija,
» A delo, ki ga opravi zrak,
+ W1 potencialna energija,
+ W, proznostna energija vzmeti,
« Wy kotni ekvivalent proZznostne energije, v pregibih, zaradi navora,
* W, kineti¢na energija in

» W1 rotacijska kineti¢na energija.
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Na levi strani prejSnje enacbe imamo W, + W;,1, kar je na desni strani izrazeno
z drugimi energijami. Recimo, da bi v simulaciji dobili preveliko hitrost ali pa kotno
hitrost. Potem bi bila Stevilska vrednost, ki bi jo dobili z vstavljanjem podatkov, na
levi strani veCja kot na desni. Recimo, da vzamemo podatke na desni strani za
prave. Da bi enacba drzala, bi morali zmanjSati levo stran. To lahko naredimo tako,
da hitrosti in kotne hitrosti pomnozimo s faktorjem ~. Ker tako hitrost, kot tudi kotna
hitrost v izrazu W, + W,,, nastopata, kot kvadrata, lahko iz izraza izpostavimo ~2.
Levo stran enacbe zamenjamo z 72 (Wy; + W4, ) in dobimo

V2 (Wit + Wi1) = Wyo + Wio + Wiwo — Wyt — Wy — Wi — A <=

\/WpO + Wio + Wipo = Wy — Wy — Wan — A

Wit + Wi
S tem smo dobili izraz za faktor ~, s katerim pomnozimo hitrosti in kotne hitrosti, da
velja energijski zakon. Izrazi za posamezne od teh energij so sploSno znani in so
nasteti spodaj:

* W, =>_mgh=g) mr.-(0,0,1);

" W=y 2o ma;

W =3>w-J w;

szgzw;

« Wi =, 3 [0 f (Ap) dAp = B3 Ap?;

dA=—dt> F, -v.+ M, - w.
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3.13 POPRAVEK Z DUSENJEM VZMETI

Pri tem popravku si zamislimo, da vzmeti ustvarjajo zavorno silo, razmerno hitrosti
stiskanja o0z. raztezanja vzmeti. Recimo, da je eno krajisCe vzmeti r;, drugo s,
hitrost prvega krajis¢a v, in drugega v, (glej sliko).

T2

Slika 12: Kréenje vzmeti

Ce se postavimo v koordinatni sistem prvega kraji§¢a, je hitrost drugega krajiséa
vy — vy (Modri vektor na sliki). Hitrost kréenja vzmeti je enaka komponenti v, — vy,
ki kaze v smeri vzmeti:

. ry— T2

v = )

Zavorna sila dusenja vzmeti je zato enaka

LT LT kp(vg —v1)-(r2 — 7
Fp =kp((v2—v1)- ! 2 ! 2 = b {vs 1) (22 1)(7“2—7°1)
|re — 12| ) |11 — 72| |re — 7|
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Celotna sila vzmeti F, ¢e vklju€imo duSenje je potem enaka

ooy (i fote )

|7“i2 - Ti1|2

To isto naredimo Se za navor vzmeti M,,:

M, — Z <k N kp (vie — v41) - (742 — ril)) (rig — 72) X (Pig — 721)

|”’i2 - "“i1!2

v;1 IN V2 Pa poznamo ze od prej:
Vi1 = Vyiz + w1 X (i1 — Tui1)

Viz = Uiz + Wa X (Ti2 — Twi2)
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4 SLEDENJE LETALOM S POSNETKA

Posnetek letala je sestavljen iz slik, te pa iz mreze pikslov. Barva vsakega piksla je
podana z vektorjem RGB = (R, G, B), kjer so komponente delezi mocCi P svetenja
rdeCe, modre in zelene Iuci v pikslu (glej sliko).

//’ =

Slika 13: Vektorji RGB

Na vsako ploskev papirnega letala nariSemo tri barvne pike. Program je napisan
tako, da na prvi sliki pritisnemo barvno piko. Od tod program dobi barvo pike RG By.
Za sredino pike na sliki vzamemo kar povprecje koordinat pikslov te pike. Program
mora pred tem ugotoviti kateri piksli so del te pike. To naredi tako, da za vsak piksel
pregleda, ali je njegova barva dovolj podobna barvi, izbrani na zacetku RG By. Zato
si je treba izbrati smiseln kriterij za dolo¢anje, kdaj sta si barvi dovolj podobni. Lahko
bi vzeli velikost razlike barvnih vrednosti |[RG B; — RG B,|, ampak to ne bi delovalo
dobro. Letalo se giblje, pri c¢emer se spreminja kot ploskve glede na kamero. Zaradi
tega se spreminja tudi gostota svetlobnega toka, ki se od pike odbije proti kameri.
To se na RG B kaze kot daljSanje oziroma krajSanje vektorja RG B, ki pa Se vedno
kaZze v isto smer. Za dolocCitev Ce sta si barvi dovolj podobni, bi bil bolj smiseln
kriterij: ali imata njuna RG B vektorja dovolj podobno smer. To pa lahko ugotovimo
s skalarnim produktom smernih vektorjev. Ce sta si barvi dovolj podobni, bo ta dovolj

blizu 1:
RGB, RGB,

RGB, RGDB,

>1—c¢
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Ce za e vzamemo premajhno vrednost, potem program ne bo nasel vseh pikslov
barvne pike, saj se med seboj za malenkost razlikujejo. Ce izberemo preveliko
vrednost, pa bo program Stel tudi piksle, ki ne spadajo v to piko. Izkaze se, da
ponavadi dobro delujejo vrednosti e okoli 0, 0005.

Ce opisani algoritem za iskanje sredine pike sprogramiramo, se izkaze, da program
deluje prepocasi. Za vsako sliko potrebuje okoli 10s, saj pregleduje vse piksle.
Lahko ga pospesimo tako, da pregleda samo piksle v okolici pike. Za to uporabimo
funkcijo FindFit, vgrajeno v Mathematico. Ta poiSCe vrednosti parametrov v podani
funkciji, pri katerih je vsota odstopanj toCk najmanjSa, oziroma, se graf funkcije
najbolje prilega toCkam. To funkcijo uporabimo tako, da gibanje sredine pike na
sliki razdelimo na navpic¢no in vodoravno komponento. Za vsako od teh s funkcijo
FindFit poiS¢emo polinom ¢ez zadnjih nekaj tock (¢, z) oziroma (¢,y). lzkaze se, da
dobro deluje polinom 5. stopnje skozi zadnjih 10 toCk. S tem lahko ugibamo, kje
priblizno bo sredina barvne pike na nasledniji sliki: (p; (t + dt) , pa (t + dt))

Ko imamo zacetno toCko pregledovanja pikslov, jo najprej zaokrozimo, da dobimo
zacetni piksel. Ta je lahko ze v barvni piki, lahko pa ni. Od tega zacnemo navzven v
koncentri¢nih kvadratnih zankah pregledovati piksle. Ce bi kvadratna zanka slugajno
segala Cez rob slike, vzamemo pravokotno zanko, s problemati¢nim robom na
robu slike. Tako iz zaCetnega piksla navzven skeniramo piksle, dokler ne tr¢imo
v piksle prave barve. Od teh enega izberemo. Potem od izbranega spet navzven
pregledujemo piksle. To delamo, dokler je na trenutni zanki pikslov vsaj 1 piksel
prave barve. Ko na zanki ni ve¢ pikslov prave barve, je celotna pika znotraj zanke.
Zato vemo, da smo nasli vse piksle pike. Algoritem je prikazan na sliki.

Slika 14: Algoritem za pregledovanje pikslov
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Ce na tak nadin na vsaki ploskvi sledimo trem barvnim pikam, lahko dobimo
gibanje letala v prostoru. Poznati moramo zacetne koordinate pik v simulaciji R 1,
Ro2, Ros. Te Tocke tvorijo trikotnik. lzraCunamo lahko dolzine stranic trikotnika
|Ro,3 — Roz2|, |[Ro1 — Rozs|, |Ro2— Roa1|- Predstavljamo si lahko, da se slika
kamere nahaja AY, pred kamero in je Siroka AX, (glej naslednjo sliko). Podatka
A Xy in AY, bomo izmerili v poglavju snemalni kot kamere.

Slika 15: Sledenje gibanju letala v prostoru

Vektor do levega spodnjega vogala slike je enak

AXo AX,L,
2 2L,

7AYE)7_

Kjer je L, x L, locCljivost slike.

Ker je slika Siroka A X, je Sirina piksla enaka AX,/L,. S tem lahko izrazimo lege
sledenih barvnih pik na sliki v 3D. Recimo, da je sredinski piksel sledene pike na
sliki p,-ti piksel od leve proti desni in p,-ti piksel od dna proti vrhu. Potem je lega
tega piksla na sliki v prostoru enaka

» ,AYp, — —
S P Y S

<_AXO AX, AX,L, AXO)
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Na prejsniji sliki so lege sredinskih pikslov sledenih pik prikazane z vektorji. Recimo,
da smo po prejsnji enacbi dobili, da so ti vektorji 1, r5 in r3.

Zdaj pa si zamislimo, kje v prostoru so ploskve letala in pike na njih. Pike gotovo
leZijo nekje na premicah, narisanih na prej$nji sliki. Vemo pa tudi, da tvorijo trikotnik
z znanimi dolzinami stranic. To lahko zapiSemo s sistemom enacb:

\Ro,3 - R0,2| = |Cs7“3 - 027'2|
‘RO,I - R0,3| = |Cl7“1 - C37'3|
|R0,2 - R0,1 = |C27°2 - C1"‘1|

Iz zgornjega sistema dobimo parametre ¢;, c; in ¢3 in s tem lege sledenih pik v
prostoru c¢;7y, cors in c3r3. Dobimo 4 komplete reSitev. 2 od teh sta za kamero in
nas zato ne zanimata, 2 pa sta pred njo. Na sliki sta oznacena s trikotnikoma. To je
tako kot znana opti¢na iluzija sence lutke, za katero se ne da dolociti v katero smer
se vrti. Zato moramo v program rocno vnesti Se katera reSitev je prava.

Na ta nacin lahko sledimo gibanju vsake ploskve papirnega letala. Metoda dobro
deluje na preprostem primeru, ko je letalo snemano zelo od blizu in dobro osvetljeno.
Sicer se izkaze, da je loCljivost kamere premajhna in stvar ne deluje. Pri nizjem
Stevilu slik na sekundo in visji loCljivosti tudi ne deluje, saj kamera zajema svetlobo
dlje ¢asa in so pike zamazane. Vseeno pa lahko sledimo celotnim letalom, kot
toCkastim telesom, Ce se ti ne gibajo v y-smeri. Za barvno piko vzamemo kar celotno
letalo. Potem moramo poznati Se AY razdaljo letala od kamere. To naredimo
tako, da z mesta spus€anja papirnega letala obesimo kocko. Nato laserski merilnik
postavimo na mesto kamere in izmerimo razdaljo do kocke. Dobimo AY = 1,25 m
(glej sliko).

Slika 16: Kamera in merjenje razdalje AY
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Potem po Talesovem izreku dobimo (A X, AZ) koordinate papirnega letala:

AY ( AXy
- + Dz

(AX,AZ) = o (-5

AXo AXoL,  AX
AYq

L. arn. PvL
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5 PIRAMIDNO LETALO

V tem poglavju bomo obravnavali primer papirnega letala, ki je dovolj enostavno,
da lahko pod predpostavkami iz modela dobimo analiticne reSitve za njegovo
gibanje. Piramidno letalo definirajmo, kot stranske ploskve pravilne pokoncne
s-strane piramide (glej sliko).

Slika 17: Piramidno letalo

Najprej z R in h lahko izrazimo kot «. Zgornje, desno krajiSCe poSevne Crne
Crte na zgornji sliki je na sredini ene izmed stranic s-kotnika. Recimo, da je
koordinatni sistem tak, da je s-kotnik na ravnini osi z in y in je eno ogli§¢e R (1,0, 0).
Naslednje ogliS¢e je potem R (cos(2),sin(2%),0). Povprecje teh dveh je na
B (1+cos (2),sin (2),0). S tem lahko izrazimo kot

S

N (¢ (1408 ()" + (sin <%>>2) o (3_() )

h h

Ker bomo piramidna letala izrezovali iz papirja, moramo za izris mrez poznati
Se polmer mrezi oCrtanega kroga R,, in kote ob vrhu trikotnikov ¢,,. R,, je po
Pitagorovem izreku v R? + h2. ¢, pa lahko izraCunamo s skalarnim produktom:

(R,0,h) - (Rcos (), Rsin (), h) B R%cos () + h?
e = arccos i

Pp = arccos (
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Izpeljimo izraz za gibanje piramidnega papirnega letala z danim kotom «. Slika
prikazuje silo zraka F; in tezo m;g na i-to ploskev papirnega letala.

Slika 18: Sile na piramidno letalo

Recimo, da bomo letalo spuscali samo obrnjeno z vrhom piramide navzdol. Potem
lahko za gibanje celotnega letala upoStevamo samo navpine komponente F.;, saj
se vodoravne iznicijo. Po 2. Newtonovem zakonu zato velja:

F, sin («) pS (vsin (o)) sin (av) p (sin (@))?

P=g-———=yg —g———— =g Bz
m PpS Pp

Ce to enac¢bo vnesemo v Wolfram Mathematico, dobimo resitev:

LG + In (cosh (vgB (t + ¢1))) '
3 ,

arccosh( 4 2)
1 = /BI' . ]_Il ( g ) . 02 _ 9751}0
1 0 A / g— ng ) /_gﬁ
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Lahko pa izra¢unamo tudi terminalno hitrost, ¢e v prejSnjo diferencialno enacbo
vstavimo Z = 0 ali pa izraCunamo neskonc¢no limito reSitve. Dobimo:

9

Umax - 5

Iz predpostavk modela smo izpeljali enacbe, iz katerih sledi, da je gibanje
piramidnega letala pri stalnem zraku, z nespremenljivo gostoto odvisno samo od
kota « in ploSCinske gostote papirja. V nadaljevanju naloge je z eksperimentom
preizkuseno, ali to drzi in je s tem preverjena ena izmed napovedi modela.
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6 EKSPERIMENTALNI DEL

V eksperimentalnem delu raziskovalne naloge so analizirane 3 vrste papirnih letal.

Na sliki so prikazana ta letala, izdelana iz papirja.

AN®O®
A AA !

Slika 19: lzrezana letala

Desno zgoraj je helikopter letalo, ki je primer letala, katerega let model dobro
opisuje. Pod njim je W letalo. To je primer letala, katerega gibanja model ne napove
niti priblizno. Vse ostalo so Piramidna letala, pri katerih je preverjena natan¢nost
modela in njegovih napovedi. V zgornjih dveh vrstah se piramidna letala razlikujejo
samo po Stevilu stranic s. V naslednji vrstici levo se razlikujejo samo po kotu a.
Desno v isti vrstici se razlikujejo samo po polmeru R. V spodnji vrstici se piramidna
letala razlikujejo le po ploscinski gostoti papirja p,, iz katerega so izdelana.

Let letal je bil nato posnet s kamero in analiziran. Da so letala spusCena iz iste
toCke, iz kock sestavimo mehanizem za spusc€anje (glej naslednjo sliko).
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Slika 20: Mehanizem za spuscanje papirnih letal

Mehanizem sprozimo tako, da v levo povleCemo vrvico prozilca. Potem se zaradi
navora elastike desni del mehanizma hitro umakne dol in letalo se za¢ne gibati.
Pod mesto spuscanja letala obesimo enobarvno ozadje. Poskrbeti moramo tudi
za dobro osvetlitev. Osvetlitev z luémi na izmenicni tok za eksperiment ni dobra,
saj kamera posname 240 slik v sekundi. Slike nastajajo dovolj malo ¢asa, da je
pri nekaterih svetlobni tok lu¢i ves ¢as zajemanja majhen. Te slike so zato zrnate
in neuporabne za obdelavo. Zato je eksperiment najlazje delati kar pri dnevni
svetlobi. Zadnji pomemben korak priprave eksperimenta je poskrbeti, da je kamera
usmerjena naravnost proti ravnini spuscanja papirnih letal. To najlazje naredimo
z ravnanjem na &rte parketa, ki so si vzporedne. Zelimo pa tudi, da bo mesto
spuscanja letala na sredini slike. To uredimo hkrati z merjenjem razdalje do mesta
spuscanja AY (opisano na koncu poglavja 4).
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6.1 SNEMALNI KOT KAMERE

Za snemanje papirnih letal je bila uporabliena kamera, ki posname 240 slik
v sekundi. Posnetek je v osnovi ukrivljen, zato v programu Premiere pro
nastavimo odpravljanje ukrivljenosti posnetka in izvozimo slike png. Z odpravljanjem
ukrivljenosti izgubimo nekaj robov posnetka. Po odpravljanju ukrivlijenosti je
lo¢ljivost posnetka 848 x 480 pikslov.

Naslednji korak je, da dolo¢imo zorni kot posnetka. Najprej postavimo kamero
vzporedno merilnemu traku. To najlazje naredimo tako, da oboje postavimo na meje
med ploS¢ami parketa, ki so si vzporedne. Na isto Crto, kjer je kamera postavimo Se
laserski merilnik razdalje. Da sta na natanc¢no isti ¢rti naredimo tako, da ju postavimo
za isto ravnilo (glej sliko).

TNANATAAEBNE O KE NG

Slika 21: Merjenje snemalnega kota kamere 0,

Nato z laserskim merilnikom izmerimo razdaljo do merilnega traku AY, = 39,1 cm.
Potem iz merilnega traku odCitamo Stevilke na robovih posnetka in dobimo AX, =
57 cm. Zdaj lahko izraGunamo snemalni kot kamere:

AXo
0, = 2arctan | —2— | = 1,26 = 72°

AYy
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6.2 REZULTATI ZA PIRAMIDNA LETALA

Pri analizi posnetkov leta piramidnih letal se zgornjega dela leta ni dalo dobro
analizirati zaradi prozilca in bele stene v ozadju. Zato se bomo osredotocili samo
na terminalne hitrosti v,,,, teh letal. Za osnovo vzemimo piramidno letalo s podatki
n=3, R="70cm,a=>50°in p, =75 -%. Potem spreminjamo po eno spremenljivko
naenkrat (opisano pri sliki 19).

Ko posnamemo papirna letala in dobimo njihove koordinate, s funkcijo FindFit v
Mathematici, poiS€emo strmino premic skozi zadnjih nekaj z (t) meritev. To je
izmerjena terminalna hitrost letal. 1zmerjene vrednosti terminalnih hitrosti so zbrane
v spodnjih tabelah.

Rlem] | vmax [§] n_| vmax (%] pp [ ] | vmax (7] o | max (]
1,0 | 0,9 3 0,90 75 0,89 30°] 1,43
3,0 | 1,03 4102 80 0,95 10°| 1,02
50 | 0,89 5 | 1,03 90 1,07 50°| 0,91
7.0 | 0,94 6 | 0,97 100 | 1,09 60°| 0,77

7 [ 0,9 160 | 1,47
8 | 0,9 170 | 1,42
9 [ 1,03 200 | 1,64
0] 1,03 250 | 1,70

Ce primerjamo meritve piramidnega letala s podatki, ki smo jih vzeli za osnovo,
lahko ocenimo, da so merske napake velikostnega reda nekaj stotink . V okviru te
natancnosti meritve potrjujejo napoved modela, da v,,,, ni odvisna od R in n.

Zdaj pa meritve primerjajmo $e z modelom. Na naslednjih grafih so z rdec¢imi pikami
prikazane meritve iz desnih dveh tabel. Modri krivulji predstavljata napoved modela

Vinax[m s71] Vinax[m s7!]

20¢r

151

10} K
5 1.0

051

: : : : > pplkgm?] :
005 010 015 020 0.

a

Slika 22: v,,., meritve: piramidno letalo
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Na levem grafu lahko vidimo, da model za vse manjSe kote a napove vse bol]
prevelike vrednosti. Odstopanje modela je reda 0,2 “*. Model temelji na priblizku
stojeCega zraka okoli letala in sile curka. V enacbo za terminalno hitrost dodamo
Se zavorni Clen, linearen s hitrostjo. Ta predstavlja priblizek za viskozne sile. S
FindFit poiS¢emo vrednost linearnega koeficienta in dobimo boljSe prileganije, ki ga
prikazujeta magenta Crti. Opazimo lahko tudi, da je pri 160 % papirju terminalna
hitrost vi$ja, kot pri naslednjem tezjem papirju. Ker Ze vemo, da viskozne sile zraka
niso zanemarljive, lahko to pojasnimo z dejstvom, da je bil 160 -, papir fotografski
in manj hrapav od ostalih.

Preverimo lahko Se lastnost, piramidnih letal, da se vedno obrnejo z vrhom navzdol.
To dobimo tudi v simulaciji.

Simuliramo lahko tudi preprost primer ukrivljene ploskve, stozec. Tega dobimo v
limiti lim,_.... Ko vzamemo za s veliko Stevilo ploskev pa nastane tezava. Ker je v
spodnjem ogliS¢u povezana vsaka ploskev z vsako drugo, racunska kompleksnost
narasca kot O (s?). Problem lahko resimo tako, da namesto trikotnikov vzamemo
enakokrake trapeze, ki segajo skoraj do vrha piramide.
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6.3 REZULTATI ZA HELIKOPTER LETALO

Za merjene helikopterje je bil uporabljen 160 % papir, ki je dovolj Cvrst, da ploskve
med letom ostanejo ravne. Gibanje helikopter letala lahko opiSemo tako: najprej
zacne padati s pospeskom g¢. Potem, ko dobi nekaj hitrosti, grejo krila zaradi sile
zraka bolj skupaj. Hkrati se veca tudi kotna hitrost vrtenja tega letala okoli navpi¢ne
osi. Krili gresta nato bolj narazen, zaradi poveCane centripetalne sile nanju. Ker
gresta bolj narazen, se padanje helikopterja upocasni. V limiti se hitrost in kotna
hitrost letala ne spreminjata veC. Enak potek faz leta dobimo tudi v simulaciji. Na
spodnjem grafu je prikazana viSina helikopterja v odvisnosti od ¢asa = (t). Magenta
Crta je iz simulacije, rde¢a pa predstavlja meritve.

z[m]

|

o

25

20

05

-
o
1 11| 11 11| 1 1 1. . 1.1 1T [ T T T T [ T 11T

| I I I I | I I I I | I Lym  1[s]
05 10 15

Slika 23: z (t) meritve: helikopter letalo

Opazimo lahko, da je simulacija na zacetku precej natancna, saj so sile zraka Se
majhne in je gibanje precej blizu prostemu padu. V nadaljevanju se v simulaciji
padanje upo&asni, ampak veliko manj, kot v resnici. Se ena lastnost helikopterja,
ki jo dobimo tudi v simulaciji, je stabilnejSi let, Ce je letalo spodaj obtezeno. To
v resnici naredimo tako, da spodnjo majhno ploskev veckrat zapognemo navzgor
(5-krat konkretno na primeru testiranega helikopterja). Kot omenjeno, v simulaciji
vecC plasti papirja ne deluje pravilno. Zato namesto tega samo pomnozimo maso
spodnje ploskve s 5.
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6.4 REZULTATI ZA W LETALO

W letalo se giblje na zelo zanimiv nacin. Neglede na to kako izpustimo to letalo, se

po nekaj Casa gibanje ustali tako, da se teziSCe letala giblje po premici, letalo pa se
obraca s kotno hitrostjo pravokotno na hitrost in tezo (glej sliko).

Slika 24: W letalo

Letalo se v simulaciji ne zaCne obracati, temve¢ samo naravnost pada. Ker model
ne deluje, lahko sklepamo, da je za opis gibanja tega letala klju¢no gibanje zraka
okoli letala. V praksi se izkaze, da enako gibanje dobimo Ze pri podolgovatem
papirju v obliki enojnega V in drugih sorodnih oblikah, a je pri W obliki v primerjavi z
ostalimi zelo hiter prehod na kon¢no gibanje. W letalo je dober primer enostavnega
papirnega letala, ki ga s tem modelom ne moremo opisati.
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7

RAZPRAVA IN ZAKLJUCEK

Ko sem se lotil raziskovanija in si ustvaril pregled nad obseznostjo primerov, ki so
me zanimali, sem si moral postaviti izvedljive cilje. To so bili:

Cilje
letal.

simulacija papirnih letal s predpostavkami, nastetimi v uvodu,
sprogramirano sledenje gibanju papirnih letal s posnetka,
eksperimentalno preverjanje modela.

sem izpolnil. Naloga je izvirna in model je preverjen na treh vrstah papirnih
Naloga ponuja Se mnogo moznosti za nadaljnje raziskovanje:

uvedba RK metode v simulaciji;

uvedba razliénih k-jev vzmeti (kjer so prisotne vecje sile, vecjih). Potreben bi
bil algoritem, ki bi ocenil kolik§en & rabimo med dvema ogli§¢ema, da bo med
njima odmik ves ¢as manjsSi od vnesene omejitve;

ugotoviti, kako se navor pregiba spreminja s kotom v njem;

uporaba funkcije NDSolve za reSevanje Navier-Stoksovih enaCb namesto
priblizka s silo curka;

simulacija za papirna letala iz veC plasti papirja;
simuliranje ukrivljanja papirja;
izboljSanje obdelave posnetka;

GUI za origami pregibanje namesto roCne podaje koordinat oglis¢ ploskev
letala.
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9 PRILOGE

9.1 POENOSTAVLJENA ENACBA ZA VZTRAJNOSTNI MOMENT
TRIKOTNIKA V PROSTORU

I[trikotnik_, p2_, tez_] :={

rix rly rilz
(r-zx r2y r2z ] = {rl, r2, r3} = trikotnik;
r3x r3y r3z
Bl = (1/24)02( (\/r‘lyr'2x— rixr2y- rlyr3x+ r2yr3x+ rixrdy- r2xrdy)? +
(rlz r2x - rixr2z - r1z r3x + r2z r3x + rix r3z - r2x raz) 2,
(riz r2y - rly r2z - riz r3y + r2z r3y + rly r3z - r2y r3z) 2) ;
{B2x, B2y, B2z}=ri-
tez;B1
{{2 (GBZy2 +6B22% - 8B2yriy+ 3r1y? - 8B2zriz+ 3r1z? + 4B2yr2y- 3rilyr2y+ r2y? +
4B2zr2z- 3rizr2z+ r2z? + 4B2yr3y- 3riyr3y+ r2yr3y+ r3y? + 4B2zr3z- 3rizr3z+
r2zr3z+ r‘3zz) ,» -12B2xB2y+ 8B2yrix+ 8B2xrly- 6rixriy-
4B2yr2x+ 3riyr2x- 4B2xr2y+ 3rixr2y- 2r2xr2y- 4B2yr3x+ 3rlyr3x-r2yr3x-
4B2xr3y+ 3rixr3y- r2xr3y- 2r3xr3y, -12B2xB2z+ 8B2zrix+ 8B2xrlz- 6rixriz-

4B2zr2x+ 3rlzr2x- 4B2xr2z+ 3rixr2z- 2r2xr2z- 4B2zr3x+ 3rlzr3x- r2zr3x-
4B2xr3z+ 3rixr3z- r2xr3z- 2r3xr3z},

{—12B2xB2y+ 8B2yrix+ 8B2xriy- 6rixrly- 4B2yr2x+ 3rlyr2x-
4B2xr2y+ 3rixr2y- 2r2xr2y- 4B2yr3x+ 3riyr3x- r2yr3x- 4B2xr3y+ 3rixr3y-
r2xr3y- 2r3xr3y, 2 (SBZX2 +6B22% - 8B2xrix+ 3rix? -

8B2zrlz+ 3r1z? + 4B2xr2x- 3rixr2x+ r2x? + 4B2zr2z- 3rizr2z+ r2z? + 4B2xr3x-
3rixr3x+ r2xr3x+ r3x? + 4B2zr3z- 3rizr3z+ r2zr3z+ r3z2) ,
-12B2yB2z+ 8B2zri1y+ 8B2yriz- 6riyriz- 4B2zr2y+ 3rizr2y-

4B2yr2z+ 3rlyr2z- 2r2yr2z- 4B2zr3y+ 3rizr3y-
r2zr3y- 4B2yr3z+ 3rlyr3z- r2yr3z- 2r3yr3z},
{—12B2xB22+ 8B2zrix+ 8B2xriz- 6rixrlz- 4B2zr2x+ 3rlzr2x-
4B2xr2z+ 3rixr2z- 2r2xr2z- 4B2zr3x+ 3rizr3x- r2zr3x- 4B2xr3z+ 3rixr3z-
r2xr3z- 2r3xr3z, -12B2yB2z+ 8B2zriy+ 8B2yriz-
6riyriz- 4B2zr2y+ 3rizr2y- 4B2yr2z+ 3rlyr2z- 2r2yr2z-
4B2zr3y+ 3rlzr3y- r2zr3y- 4B2yr3z+ 3rlyr3z- r2yr3z- 2r3yr3z,
2 (6B2x2 + 6B2y? - 8B2xrix+ 3rix? - 8B2yrly+ 3riy? + 4B2xr2x-
3rixr2x+ r2x? + 4B2yr2y- 3riyr2y+ r2y? + 4B2xr3x-
3rixr3x+ r2xr3x+ r3x? + 4B2yr3y- 3riyr3y+ r2yr3y+ r'3y2}})

}roias
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9.2 MREZE LETAL
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9.3 PROGRAMI IN OSTALE PRILOGE

Ce bi bili programi priloZeni k raziskovalni nalogi, bi jih bilo ve¢ strani, kot vseh
ostalih. 1z praktiCnosti so programi nalozeni na spletni strani Github, na spodniji
povezavi:

https://bit.ly/3a4x5Wn

Zaradi omejitve velikosti PDF datoteke na 5MB v sistemu ZOTKIiS so v tem
dokumentu slabSe grafike v znizani loCljivosti. Zato je na strani Github naloZzena
tudi raziskovalna naloga s kakovostnimi grafikami.
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