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Slika 1: M. C. Escher : Sky and water 1
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POVZETEK

Znano je, da sta matematika in umetnost od nekdaj povezani. Ob tem se odpira bogata
paleta vsebin, med katerimi me je najbolj pritegnilo tlakovanje ravnine.

Ker je tlakovanj s poljubnimi mnogokotniki nesteto, sem se v raziskovalni nalogi omejila
na tlakovanja s pravilnimi mnogokotniki od roba do roba.

Za odkrivanje kombinacij mnogokotnikov, s katerimi bi lahko tlakovala, sem napisala
programe v programskem jeziku Pascal. Vse kombinacije, ki jih vrne program, sem
preverila z risanjem v programu Geogebra. lzkaze se, da vse niso ugodne —
kombinacije mnogokotnikov ne morem poloZiti v ravnino, ne da bi priSlo do prekrivanja
ali vrzeli. Ugotavljam tudi, da lahko nekatere ugodne kombinacije mnogokotnikov
postavim v ravnino na razlicne nacine, spet druge pa imajo enolicno postavitev.
Tovrstna, enoli¢na tlakovanja, se imenujejo Arhimedova tlakovanja.

Sprasujem se, kako lahko Arhimedova tlakovanja z rotacijo, vzporednim premikom ali
zrcaljenjem in njihovimi kombinacijami preslikam sama nase. Ugotovim, da imajo
tovrstne preslikave matematicno strukturo grupe.

Kljuéne besede: Tlakovanje od roba do roba, pravilni mnogokotniki, Arhimedovo
tlakovanje, preslikave, grupa.

SUMMARY

It is known that mathematics and art have always been connected. A rich palette of
contents opens up, among them, the foremost attraction, the paving of the plane. Since
the pavings of the plane with arbitrary polygons are innumerable, | limit myself in my
research to the paving of the plane with regular polygons. To discover all the existing
combinations of polygons, | devised a program in the Pascal programming language.
| enumerate all the combinations that the program returns and try to draw the
corresponding pavings in the Geogebra program. It turns out that not all of them are
feasible — in some cases it is impossible to pave the plane with polygons without
overlappings or gaps. | also find that | can place some feasible combinations in the
plane in different ways, and some special ones have a unique layout. This kind of
unique paving is called an Archimedean paving. | explore how | can map an
Archimedean paving on itself by rotation, parallel movement, reflection or their
combinations. | find that these mappings form a group.

Keywords: Edge-to-edge paving, regular polygons, Archimedes paving, mappings,
group.



1 UVOD

Od nekdaj sem poznala pojem tlakovanja kot fizicno delo — polaganje tlakovcev.
Kasneje sem se naucila, da v matematiki tlakovanje pomeni polaganje likov v ravnino.
Odlocila sem se, da raziS§¢em tlakovanja s pravilnimi mnogokotniki od roba do roba.

Zelela sem ugotoviti, kako pridem do kombinacij mnogokotnikov, s katerimi je mogo&e
tlakovati ravnino. Med raziskovanjem sem ugotovila, da se pri tlakovanju ravnine lahko
omejim na tlakovanja reda 1, tako imenovana Arhimedova tlakovanja, in raziskala tudi
slednja. Obstoj 11 Arhimedovih tlakovan;j je prvi dokazal Johannes Kepler v svoji knjigi
Harmonices Mundi (1619).

Kasneje sem ugotovila, da imajo Arhimedova tlakovanja veliko simetrij, zato sem
Zelela raziskati, katere preslikave preslikajo posami¢no tlakovanje samo vase. Zanima
me tudi ali lahko iz »osnovnih« preslikav, ki preslikajo dano tlakovanje vase, sestavim
vsako preslikavo, ki preslika tlakovanje vase.

Ob pregledovaniju literature na temo preslikav sem zasledila zame nov pojem — grupa.
Konc¢ni cilj, ki sem si ga zadala, je ugotoviti ali ima mnozica preslikav, ki preslikajo
posami¢na Arhimedova tlakovanja sama vase, lastnosti matematiCne strukture —
grupe.

2 PRIMERI TLAKOVANIJ

Tlakovanja so se pojaviljala Zze v anti¢nih Casih predvsem v dekorativhe namene.
Umetnost tlakovanja lahko ob&udujemo Se danes v razli€nih zvrsteh umetnosti in
arhitekture. Najdemo jih na rimskih mozaikih, gotskih stropovih, raznih ornamentih,
skulpturah ter v heraldiki.

Yo ¥

Slika 2: Primera tlakovanja v umetnosti.

Levo-M.C. Escher: Horseman. Desno-palaca Topkapi-Istanbul



Eden bolj znanih umetnikov je M. C. Escher, ki je z grafikami prikazal razli€na zanimiva
tlakovanja. Tlakovanja lahko zasledimo tudi v naravi. Lep primer slednjega je satovje.

Slika 3: Primeri tlakovanj v naravi. Od leve proti desni: mocvirski tulipan, satovje, ribje luske.

3 OSNOVNI POJMI

»Mnogokotnik je ravninski geometrijski lik, ki ga oklepa enostavna sklenjena
lomljenka.«
(https://sl.wikipedia.org/wiki/Mnogokotnik)

»Pravilni mnogokotnik je mnogokotnik, ki ima vse stranice enako dolge in vse kote
med seboj skladne.«
(https://sl.wikipedia.org/wiki/Pravilni_mnogokotnik)

Tlakovanje (pokritje) ravnine je mozai¢na razporeditev geometrijskih likov (tlakovcev)
na ravnini tako, da liki pokrivajo celotno ravnino (brez prekrivanja in vrzeli).

Mreza je kombinacija toCk razporejenih v ravnini. Mrezo tvorijo ogliS§¢a mnogokotnikov
v tlakovaniju.

Slika 4: Tlakovanje ravnine
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4  TLAKOVANIJE

Ker je tlakovanj z mnogokotniki neskon¢no, sem se omejila na tlakovanje s pravilnimi
mnogokotniki od roba do roba.

Naj bo vozlis€e tlakovanja tocka, ki je skupna trem ali ve€ tlakovcem. Za raziskovanje
sem definirala tudi tip vozliSéa oblike (ky,k,, k3,...,k,), Kkjer predstavljajo
ki, k,, ks, ..., k, mnogokotnike, ki so razporejeni okoli vozli§€a tlakovanja, pri Cemer je
k; najmanjSi mnogokotnik, k,, ks, ...k, pa se nadaljujejo v pozitivni ali negativni smeri
(glej Sliko 6). Mnogokotniki so napisani od najmanj$ega proti najvecjemu. Ce to ni
mogocCe, so popisani tako da je na koncu vedno napisan najvecji mnogokotnik

tlakovanja.
G L
[0} K
H >

Slika 5: Levo - Tlakovanje (3, 3, 6, 6), desno - Tlakovanje (3, 6, 3, 6)

Okoli vozliS¢a lahko postavim razlicne mnogokotnike in razlicno Stevilo
mnogokotnikov. Vsota notranjih kotov mnogokotnikov okoli vozliS¢a tlakovanja mora
biti enaka 360°.

Ker ne obstaja pravilen mnogokotnik s kotom vecjim ali enakim 180°, je najmanjSe
Stevilo mnogokotnikov v vozlis€u tlakovanja 3. Ker je trikotnik mnogokotnik z najman;
0glis€i, je najvecje Stevilo mnogokotnikov v vozliS€u 6.

Vse mozZne kombinacije s tremi, tirimi in petimi liki sem preverila s pomocjo programa
Pascal. Vse programske kode, ki sem jih sestavila sama, so dodane v prilogi.

V programu sem uporabila formulo za izraCun enega notranjega kota pravilnega
mnogokotnika:

(n—2)-180°
Q=—"
n

Tlakovanje z mnogokotniki je od roba do roba, €e je vsako vozliS€e oglisSCe vsakega
tlakovca, v katerem lezi to vozliS€e (glej Sliko 6).

11



Slika 6: Levo - Tlakovanje od roba do roba. Desno - Tlakovanje, ki ni od roba do roba

4.1.Tlakovanje (kq, k4, k3)

V programu Pascal sem definirala tri celoStevilske spremenljivke k,, k;, kj.
Vsota notranjih kotov k,-kotnika, k, -kotnika in k3-kotnika, ki se stikajo v vozliS¢u, mora
biti enaka 360°.

(ky—2)-180° N (k, —2)-180° N (ks —2)-180°

k k) t = 360
ky kyChks —2) + ky ks(ky —2) + ky ks(ky —2) =2k ky ks
k1 kz k3 - Z(kl k2 + k1 k3 + kz k3) == O (1)

Enacbo (1) sem uporabila v programu kot pogoj za iskanje trojic. Doloc&ila sem zgornjo
in spodnjo mejo za Stevilo kotov mnogokotnikov. Spodnja meja je tri. Zgornjo mejo sem
ocenila po naslednjem premisleku:

naj bodo ay ,ay, in a;, notranji koti mnogokotnikov, pri ¢emer naj bo a,, najvedii
mozen in ay, < ay, < ay,. |z tega sledi, da mora biti vsota a, + ay, najmanjSa mozna
in hkrati strogo vecja od 180°, saj mora biti k;-kotnik konveksen. Torej velja:

(ky—2)-180°  (k;—2)-180°
k1 k,
Z(kl + kz) < kl " kz.

> 180°

Ker mora biti vsota ay, + ay, najmanjsa mozna, s poskusanjem poiS¢em najman;si k:
o k, =3
2:34+2k, <3k,
k, > 6

Najmanjsi k,, ki ustreza temu pogoju in pogojema k, = k; in ay, + ay, > 180°je k, =
7.

12



S kombinacijo k; = 3in k, = 7 dobim vsoto notranjih kotov:

(3-2)-180° (7 —2)-180°
3 + 7

= 188,571428°.

2'4+2'k2<4"k2
ky > 2

Najmanjsi k,, ki ustreza temu pogoju in pogojema k, = kqinay, + ay, > 180°jek, =
5.

S kombinacijo k; = 4in k, = 5 dobim vsoto notranjih kotov:

4-2)-180° (5—2)-180°
( i + ; = 198°,

kar je vec€ kot pri kombinaciji k;, =3 ink, = 7.

o k; =5

Pri vseh kombinacijah vsota ay, + a;, presega vsoto notranjih kotov pri k; = 4 in
kz = 5

Torej je pravilna kombinacija k; = 3 in k, = 7, zato ima ks-kotnik notranji kot najvec
360° — 188,571428° = 171,428572°.

Torej je ks-kotnik:

ky —2) - 180° I
(ks — 2) = 171,428572°
ks
8,571428° - ks = 360°
k3 == 42

Torej je zgornja meja 42.
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Program vrne naslednje kombinacije (glej Prilogo 1):

o (3,7,42),
e (3,8,24),
e (3,9,18),
e (3,10,15),
e (3,12,12),
e (4,5,20),
o (4,6,12),
e (4,8,8),
e (5,5,10),
e (666).

Vse kombinacije sem preverila s programom Geogebra in prisla do naslednjih
ugotovitev.

S tlakovanji (3,7,42),(3,9,18),(3,10,15),(5,5,10) se ravnine ne da tlakovati, saj v
enem izmed vozliS¢ tlakovanja nastane vrzel, ki je ne morem tlakovati z nobenim izmed
treh mnogokotnikov (glej Slike 7, 8, 9, 10).

S kombinacijama (3, 8,24) in (4,5, 20) se ravnine ne da tlakovati, saj se mnogokotniki
prekrivajo (glej Sliki 11, 12).

S kombinacijami (3,12,12), (4,6,12), (4,8,8)in (6,6,6) se ravnino da tlakovati, saj
nikjer ne pride do prekrivanja ali vrzeli (glej Slike 13, 14, 15, 16).

Slika 7: Tlakovanje (3, 7, 42)  Slika 8: Tlakovanje (3, 9, 18)  Slika 9: Tlakovanje (3, 10, 15)
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Slika 10: Tlakovanje (5, 5, 10)  Slika 11: Tlakovanje (3, 8, 24) Slika 12: Tlakovanje (4, 5,20)

Slika 16: Tlakovanje (6, 6, 6)

4.2.Tlakovanje (kq, ko, k3, k4)

V programu Pascal sem definirala $tiri celoStevilske spremenljivke k;, k,, ks, ks .

Vsota notranjih kotov k,-kotnika, k,-kotnika, ks-kotnika in k,-kotnika, ki se stikajo v
vozlis€u, mora biti enaka 360°.
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ky —2)-180°  (k, —2)-180° (ks —2)-180° (k4 —2)-180°
(ky —2) Lk =2) L ks =2) L kam2)

s ks ks P
kikoks(ky —2) + kikyky(ks — 2) + kiksky(ky — 2) + kyksky(ky — 2) = 2k kyksk,
2heikyksky — 2(kykoks + kyksks + kykoky + kpksky) = 0 2

Enacbo (2) sem uporabila v programu kot pogoj za iskanje kombinacij Stirih likov.
Dolocila sem zgornjo in spodnjo mejo za Stevilo kotov mnogokotnikov. Spodnja meja
je tri. Zgornjo mejo sem ocenila po naslednjem premisleku:

Naj bodo ay,,ay,, ax, in a;, notranji koti veCkotnika, pri Cemer naj bo a;, najved]i
mozen in ay, < ay, < ay, < ay,. |1z tega sledi, da mora biti vsota a;, + ay, + ai,
najmanj$a mozna in hkrati vecja od 180°, saj mora biti k,-kotnik konveksen.

Ker je v primeru treh trikotnikov vsota kotov enaka 180°, moram en trikotnik nadomestiti
s kvadratom. Pridem do reSitve k; = 3, k, = 3, k; = 4. Vsota njihovih notranjih kotov je:

3-2)-180° (4—2)-180°
2. ; i 3} = 210°,

kar pomeni, da ima k,-kotnik notranji kot najvec:
360° — 210° = 150°.

Poglejmo, kateri mnogokotnik ima notranji kot enak 150°
(ks —2) - 180°
ky
30°- k, = 360°

k4, = 12.

= 150°

Torej je zgornja meja 12.

Program vrne naslednje kombinacije (glej Prilogo 2):

(3,3,4,12),
(3,3,6,6),
(3,4,4,6),
(4,4,4,4).

Z dobljenimi kombinacijami se da tlakovati na veC kot samo en nacin, ker so zaporedja
mnogokotnikov okoli vozlis€a tlakovanja lahko razlicna. Zato poleg kombinacij, ki jih je
vrnil program, obstajajo Se kombinacije (3,4, 3,12),(3,6,3,6) in (4,3,4,6).

Vse kombinacije sem preverila s programom Geogebra in priSla do naslednje
ugotovitve:
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Z vsemi kombinacijami se da tlakovati, saj nikjer ne pride do prekrivanja in vrzeli (glej

Slike 17 — 23).

Slika 17: Tlakovanje (3, 3, 4, 12) Slika 18: Tlakovanje (3, 4, 3, 12)

.K\.A

Slika 19: Tlakovanje (3, 3, 6, 6) Slika 20: Tlakovanje (3, 6, 3, 6)

e

Slika 21: Tlakovanje (3, 4, 4, 6)  Slika 22: Tlakovanje (3, 4, 6, 4)

Slika 23: Tlakovanje (4, 4, 4, 4)
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4.3.Tlakovanje (kq, k,, k3, ka, k<)

V programu Pascal sem definirala pet celoStevilskih spremenljivk k4, k,, k3, k4 , ks.
Vsota notranjih kotov k;-kotnika, k,-kotnika, ks-kotnika, k,-kotnika in ks-kotnika, ki se
stikajo v vozliS€u, mora biti enaka 360°.

(ki =2):180° (k= 2)180° (ks —2)-180° (ks =2) 180° (ks —2)180°
3 ik, s Ky 5
= 360°
kikoksky (ks — 2) + kikyksks(ky — 2) + kikokaks(ks — 2) + kykskaks(ky — 2)
+ kykskyks(ky — 2) = 2k kykskyks
2heikykskyks — 2(kikokaky + kykykaks + kykykaks + kykakaks + kykakyks) = 0

Enacbo (3) sem uporabila v programu kot pogoj za iskanje kombinacij petih likov.
Dolocila sem zgornjo in spodnjo mejo za Stevilo kotov mnogokotnikov. Spodnja meja
je tri. Zgornjo mejo sem ocenila po podobnem premisleku kot pri ocenjevanju zgornje
meje s kombinacijami treh in Stirih mnogokotnikov.

Naj bodo ay , ay,, ai, , a,in a, notranji koti veCkotnika, pri Cemer naj bo a;, najvecji
mozen in ay, < ay, < ay, < ay, < ai,. 1z tega sledi, da mora biti vsota a;, + ay, +
ai, + ai, najmanjsa mozna in hkrati veCja od 180°, saj mora biti ks-kotnik konveksen.

Ocitno je, da so to Stirje trikotniki. Vsota njihovih notranjih kotov je:

3—12)-180°
4-(+=240°,

zato ima ks-kotnik notranji kot najvec:
360° — 240° = 120°.

To je notranji kot ks-kotnika:

(k% —2) - 180°
e =120°
60° - k® = 360°
k® = 6.

Torej je zgornja meja 6-kotnik.
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Dobila sem naslednji kombinaciji (glej Prilogo 3):
e (3,3,3,3,6),
e (3,3,3,4,4).

Z dobljenimi kombinacijami se da tlakovati na vec kot samo en nacin. Ker so zaporedja
mnogokotnikov okoli vozliS€a lahko razlicna, obstaja poleg kombinacij, ki mi jih je vrnil
program, Se kombinacija (3, 3, 4,3, 3).

Vse kombinacije sem preverila s programom Geogebra in priSla do naslednje
ugotovitve:

S kombinacijami (3,3,3,3,6),(3,3,3,4,4) in (3,3,4,3,4) se da tlakovati, saj nikjer ne
pride do prekrivanj ali vrzeli (glej Slike 24, 25, 26).

Slika 25: Tlakovanje (3, 3, 3, 4, 4)

Slika 26: Tlakovanje (3, 3, 4, 3, 4)

4.4. Tlakovanje (ky, k3, k3 ky, ks, k)

Mnogokotnik z najmanj koti je trikotnik, z velikostjo notranjega kota 60°.
360°:60°=6

Torej je najve€je mozno Stevilo mnogokotnikov v vozlis¢€u tlakovanja Sest
(trikotnikov). To je tudi edino mozno takdno tlakovanje (glej Sliko 27).
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Slika 27: Tlakovanje (3, 3, 3, 3, 3, 3)

5 ARHIMEDOVA TLAKOVANJA

Ob zgornjih ugotovitvah sem opazila, da imajo nekatera tlakovanja v vsakem vozliS¢u
enako razporeditev mnogokotnikov, ¢eprav z nasprotno orientacijo (npr. tlakovanje
(4,6,12), kjer so v nekaterih vozlis€ih mnogokotniki, urejeni po velikosti, orientirani
pozitivno in v drugih negativno), spet druga tlakovanja pa imajo razlicne razporeditve.
Med brskanjem po literaturi sem spoznala, da so tlakovanja, ki imajo v vsakem vozlis¢u
enako razporeditev mnogokotnikov, reda 1 in jim pravimo Arhimedova tlakovanja.
(Grunbaum, Shephard 1977, str. 232)

Arhimedova tlakovanja imajo tudi podmnozico monoedrskih tlakovanj. Monoedrsko
tlakovanje je tlakovanje sestavljeno iz samih enakih mnogokotnikov.

(Riosa 2016, str. 11)

Monoedrska tlakovanja so tri Arhimedova tlakovanja (tlakovanje (3,3, 3, 3,3, 3), (4,4,4)
in (6,6,6).

Preverila sem, katera izmed tlakovanj, ki sem jih nasla s pomocjo Pascala in
Geogebre, so Arhimedova tlakovanja (glej Slike 28 — 38). Ta so:

e (3,12,12),

e (3,4,12),

e (4,8,8),

e (6,66),

e (3,6,3,6),

e (3,4,3,6),

e (4,4,4,4),

e (3,3,3,3,6),
e (3,3,3,4,4),
e (3,4,3,4,3),
e (3,3,3,3,3,3).
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Opomba: Predstavitev nekaterih tlakovanj je ve¢, saj so lahko tlakovanja predstavljena
zrcalno kakor so na sliki.

Slika 28: Arhimedovo tlakovanje (3, 12, 12) Slika 29: Arhimedovo tlakovanje (4, 6, 12)

Slika 30: Arhimedovo tlakovanje (4, 8, 8)
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Slika 32: Arhimedovo tlakovanje (3, 6, 3, 6)  Slika 33: Arhimedovo tlakovanje (3, 4, 6, 4)
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Slika 34: Arhimedovo tlakovanje (4, 4, 4, 4)  Slika 35: Arhimedovo tlakovanje (3, 3, 3, 3, 6)
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Slika 36: Arhimedovo tlakovanje (3, 3, 3, 4, 4) Slika 37: Arhimedovo tlakovanje (3, 3, 4, 3, 4)

Slika 38: Arhimedovo tlakovanje (3, 3, 3, 3, 3, 3)

6 PRESLIKAVE

6.1. Opis preslikav

V tem poglavju se bom ukvarjala samo s preslikavami, ki ohranjajo kote in razdalje. To
so samo rotacije ali zasuki, premiki ali translacije in zrcaljenja. Poleg vseh nastetih
preslikav pa Se vse preslikave sestavljene iz nastetih preslikav. V poglavju 6.2 bom
sestavila tabele preslikav za vsako tlakovanje posebej in v poglavju 6.3 povedala ve¢
o sestavljanju le teh.
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1. Rotacija ali zasuk R(a) je preslikava, kjer to¢ko (x,y) zasukamo za kot a v pozitivni
smeri (tj. v nasprotni smeri urinega kazalca) okoli koordinatnega izhodis¢a. Rotacija
za 180° je enaka zrcaljenju &ez izhodis¢e. Ce lahko mreZo zarotiram vase za kot «,
jo lahko rotiram tudi za vse kote n - a, pri Cemer je n € N,. V tabelah zato zapiSem
samo rotacijo R(a).

AALE AP
XXX 5\ >\ X

Slika 39: Od leve proti desni: Pred in po rotaciji

2. Vzporedni premik ali translacija v desno za enoto e > 0 je preslikava D ravnine
nase, ki je dana s predpisom D(x,y) = (x + e, y). Vzporedni premik ali translacija v
levo L, je dana s predpisom L(x,y) = (x —e,y).

Naj oznaka T (a, e) pomeni vzporedni premik za enoto e vzporedno s premico pod
kotom a < 180°. Preslikava D je tako enaka T (0°e). Z oznako T(0°,—e) oznacim
preslikavo L. Vzporedni premik za enoto v desno vzporedno s premico pod kotom
a < 180° dobim iz rotacije R(a) in vzporednega premika D na naslednji nadin:
premico, vzdolZ katere opravljam vzporedni premik, rotiram za kot —«, tako da se
poravna z 0sjo x ,opravim premik D in jo rotiram za kot «, tako da se vrne na svoje
prvotno mesto.

Oznaka T (a, —e) pomeni vzporedni premik v levo vzporedno s premico, pod kotom
a < 180°, torej premik v nasprotno smer kot T(a,e). Vse premike vzporedno pod
kotom « lahko torej zapiSem kot T'(a, k - e), kjer je k € Z.

V tabelah pomeni T(n-a,e) vzporedni premik v desno, vzporedno z vsemi
premicami, ki so veckratniki kota a, za enoto e. Ker vem, da lahko naredim
vzporedni premik za enoto e enkrat, ga lahko tudi k-krat, Ce je k € Z, zato lahko
oznako k v tabelah izpustim. Vem tudi, da obstaja vzporedni premik za k - e, iz Cesar
sledi, da obstaja tudi vzporedni premik k - (—e).

X X

/ / / \/‘

/

N

29648

Slika 40: Od leve proti desni: pred in po translaciji
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3. Zrcaljenje preko premice (osi x) je preslikava Z, dana s predpisom (x,y) = (x, —y).
Z(n-a) pomeni zrcaljenje ¢ez premico pod kotom n-a, prin € Ny, @ -n < 180°.
Zrcaljenje preko premice pod kotom a dobim iz rotacije R(a)in zrcaljenja Z na
naslednji nacin: ravnino rotiram za kot —a, tako da se os zrcaljenja poravna z 0sjo
x, opravim zrcaljenje Z in jo rotiram za kot «, tako da se vrne nazaj na svoje prvotno
mesto. V tabelah pomeni Z(n-a) zrcaljenje ez vse premice pod koti, ki so
veckratniki kota «a.

Slika 41: Od leve proti desni: pred in po zrcaljenju

4. Preslikava identiteta je preslikava, dana s predpisom Id(x,y) = (x,y). Preslikava
identiteta preslika vsako toCko mreZze samo nase.

Slika 42: Od leve proti desni: pred in po preslikavi id

6.2. Preslikave Arhimedovih tlakovanj

V tem poglavju sem raziskala, kako lahko Arhimedova tlakovanja preslikam sama
vase s preslikavami, ki ohranjajo kote razdalje v ravnini.

Za vsako od Arhimedovih tlakovanj sem sestavila tabelo preslikav na nacin, ki je
opisan spodaj. Preslikave v tabeli imenujem osnovne preslikave.

Za vsako tlakovanje sem izbrala fiksno vozlis€e V in mnogokotnike V3, ..., Vi, k = 3,4, 5,
6, okoli njega. V tabelah navedena izhodis€a predstavljajo tocko (0, 0) v koordinatnem
sistemu. Vse premice, preko katerih lahko zrcalim in vzporedno s katerimi lahko mrezo
premaknem, potekajo skozi izhodiSCe. Koti premic preslikav in zrcaljenj (a) so na sliki
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doloCeni glede na os x, ki je poravnana s spodnjim robom slike. Dovolj je, da za
izhodis€a vzamem po eno srediS€e vseh razlicnih mnogokotnikov okoli danega
vozlis¢a v tlakovanju. Pri monoedrskih tlakovanjih lahko za izhodiS€e vzamem tudi
vozlis€e samo. Pri skoraj vseh ostalih je to odvec, saj le pri redkih izmed njih obstaja
rotacija okoli vozlis€a, ki ni rotacija za 360°. Vse premice, vzporedno s katerimi lahko
vzporedno premikam in preko katerih lahko zrcalim, potekajo tudi skozi srediSCa
mnogokotnikov.

Kasneje bom dokazala, da lahko iz preslikav, navedenih v tabelah, sestavim vse
preslikave, ki preslikajo dano Arhimedovo tlakovanje nase.

Na spodnijih slikah so prikazane osi, s katerimi lahko vzporedno premikam tlakovanje
in osi, Cez katere lahko zrcalim. Vzporedni premik ima za posamezno tlakovanje le eno
sliko, saj v posameznem tlakovanju vedno poteka vzporedno z istimi premicami, ne
glede na izhodiSCe. Rotacije niso ilustrirane.

Tlakovanje (3,12,12)
izhodisce rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. sredi$ée 12-kotnika R(60°) T(n-60° ) Z(n-30°)
2. sredisCe 3-kotnika R(120°) T(n-60°e) Z(30° +n-60°)
Tabela 1

e je razdalja med srediS¢ema dveh najblizjih 12-kotnikov.

Slika 43: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje

Tlakovanje (4,6,12)
izhodisce rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. srediSCe 12-kotnika R(60°) T(n-60°e) Z(n-30°)
2. sredisée 6-kotnika R(120°) T(n-60°e) Z(30 + n-60°)
3. srediSCe kvadrata R(180°) T(n-60°e) Z(n-90°)
Tabela 2
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e je razdalja med srediS¢ema dveh najblizjih 12-kotnikov.

Izbrani kvadrat ima stranice poravnane koordinatnim osem.

Slika 44: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje, 3. zrcaljenje

Tlakovanje (4,8, 8)

izhodisce rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. sredi$ée 8-kotnika R(90°) T(45°(1 + 2n), e) Z(n - 45°)
2. srediS¢e 4-kotnika R(90°) T(45°(1 + 2n),e) Z(n-45°)

Tabela 3

e je razdalja med srediS¢ema dveh najblizjih 8-kotnikov.

1 S,

Slika 45: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje

Tlakovanje (6,6, 6)

izhodisce rotacije vzporedni premiki zrcaljenja

1. sredi$ée 6-kotnika R(60°) T(30° 4+ n- 60° e) Z(n-30°)

2. vozlisce R(120°) T(30°+n-60°e) Z(n-60°)
Tabela 4

e je razdalja med sredis€ema dveh najblizjih 6-kotnikov, ki si delita stranico.
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Slika 46: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje

Tlakovanje (3,6, 3,6)

izhodiSc¢e

rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. srediS¢e 6-kotnika R(60°) T(n-60°¢e) Z(n-30°)
2. srediéée trikotnika R(120°) T(n-60° e) Z(30° 4+ n - 60°)

Tabela 5

e je razdalja med srediS¢ema dveh najblizjih 6-kotnikov.

Slika 47: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje

Tlakovanje (4,3,4,6)

izhodisSc¢e

rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. sredi8Ce 6-kotnika R(60°) T(30°+n-60°%e) Z(n-30°)
2. srediSCe kvadrata R(180°) T(30°+n-60°%e) Z(n-90°)
3. sredisCe trikotnika R(120°) T(30°+n-60°%e) Z(60°+n-120°)

Tabela 6

e je razdalja med srediS¢ema dveh najblizjih 6-kotnikov.

Izbrani kvadrat ima stranice poravnane s koordinatnima osema.
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Slika 48: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje, 3. zrcaljenje

Tlakovanje (4,4,4,4)

izhodisce rotacije vzporedni premiki zrcaljenja

1. srediSCe kvadrata R(90°) T(n-90°%e) Z(n-45°)

2. vozlisce R(90°) T(n-90°e) Z(n-45°)
Tabela 7

e je razdalja med srediS¢ema dveh kvadratov in je enaka stranici kvadrata.
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Slika 49: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje

Tlakovanje (3,3,3,3,6)

izhodisce rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. srediS¢e 6-kotnika R(60°) T(19°+n-60°e) ni zrcaljenj
2. sredisCe trikotnika R(120°) T(19°+n-60°e) ni zrcaljenj

Tabela 8

e je razdalja med srediS€ema dveh 6-kotnikov. Izbrani trikotnik si stranice deli samo s

trikotniki.
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Slika 50: Translacija

Tlakovanje (3,3,3,4,4)

izhodisce rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. srediSCe kvadrata R(180°) T(0°%e),T(75°f) Cezosxiny
2. sredisCe trikotnika |  ni rotacij T(0°%e),T(75°f) cezosy
Tabela 9

e je razdalja med srediS¢ema dveh sosednjih kvadratov

f je razdalja med srediS€ema najblizjih kvadratov iz sosednjih pasov.

Slika 51: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje

Tlakovanje (3,3,4,3,4)
izhodisce rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. srediSCe kvadrata R(90°) T(15°+n-90°e) ni zrcaljenj
2. sredisSCe trikotnika ni rotacij T(15°+n-90°%e) Z(150°)
Tabela 10

e je razdalja med srediS¢ema dveh najblizjih kvadratov, ki si ne delita ogliS€a. Izbrani
kvadrat ima stranice vzporedne koordinatnima osema. Izbrani trikotnik ima spodnjo
stranico vzporedno z 0sjo x.



Slika 52: Od leve proti desni: translacija, 2. zrcaljenje

Tlakovanje (3,3,3,3,3,3)
izhodisce Rotacije vzporedni premiki zrcaljenja
1. sredisée trikotnika R(120°) T(n-60°¢€) Z(30° + n - 60°)
2. vozlisce R(60°) T(n-60°e) Z(n-30°)
Tabela 11

e je razdalja med srediS€ema dveh najblizjih trikotnikov, ki si ne delita stranice (lahko

si delita oglisce).

Slika 53: Od leve proti desni: translacija, 1. zrcaljenje, 2. zrcaljenje

Opombe:

e Pritlakovanjih (3,3,3,4,4), (3,3,4,3,4), (3,3,3,3,6) sem kote 75° 15°,19°
izmerila z Geogebro.

e V vsakem od navedenih tlakovanj sem izbrala najvecji mnogokotnik M. S
translacijami iz tabele lahko iz tega mnogokotnika dosezem vse enako
poravnane skladne mnogokotnike in obratno. Enako poravnane pomeni vse
mnogokotnike, ki imajo spodnjo stranico vzporedno z isto premico kot
mnogokotnik M. V vseh tlakovanijih so taki vsi mnogokotniki skladni z M , izjema
je le tlakovanije (3, 3,4, 3,4).

e Tlakovanje (3,3, 3, 3,6) nima zrcaljenj.
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6.3. Ugotovitev

V tabelah so navedene samo osnovne preslikave, ki dano mrezZo preslikajo samo vase.
Vse ostale preslikave dobim s sestavljanjem (komponiranjem) preslikav v tabeli.

Naj bosta F in G preslikavi mreze nase.

Kompozitum (o) preslikav F o G je preslikava mreze nase, ki jo dobim tako, da mrezo
najprej preslikam s preslikavo G in nato Se s preslikavo F; (F o G)(x,y) = F(G(x, y)),
kje je (x,y) poljubna tocka v ravnini.

Kompozitum preslikav F, G in H je definiran kot F o G o H = F o (G o H), krajSe zapisano
FGH. Ce je preslikav veg, nadaljujem po enakem postopku. Velja:

Fo(GoH)(xy)=F(H(G (x,y))) in(FoG)oH(x,y) =F (G(H x))).

Ker lega oklepajev ni pomembna za operacijo, je kompozitum asociativha operacija.
Ker operacija kompozitum iz dveh preslikav mreZe nase sestavi tretjo preslikavo mreze
nase, je operacija kompozitum binarna operacija v mnozici vseh preslikav mreze nase.

Ugotovitev 1: Naj bo A dano Arhimedovo tlakovanje s pripadajoCo tabelo in F
preslikava, ki preslika dano Arhimedovo tlakovanje A samo nase. Ugotovim, da lahko
preslikavo F sestavim iz preslikav navedenih v tabeli.

Uvod v utemeljitev: V tlakovanju A si izberem vozli§€e V in mnogokotnike V, ..., V., k =
3,4, 5, 6, razporejene okoli vozlis€a V v pozitivni smeri. Naj bo F preslikava mreze nase.
Vozlis€e W in mnogokotniki okoli tega vozlis¢a W;, ..., W), naj bodo taki, da preslikava
F preslika vozlis¢e W na vozliSs¢e V in mnogokotnike Wj, ..., W, na mnogokotnike
Vi, ...,Vi. Med preslikavami mreze nase, ki ohranjajo kote in razdalje, je F edina
preslikava, ki preslika vozlis¢ée W na vozliS¢e V in mnogokotnike Wj,...,W, na
mnogokotnike Vi, ..., V.. Moj cilj je ugotoviti, iz katerih osnovnih preslikav je sestavljena
preslikava F. To bom utemeljila v Stirih korakih. Privzela bom, da preslikava F ni
identiteta.

Vsak korak utemeljitve sem preverila za vsako tlakovanje posebej.

Opomba: n € Ny, k € Z

1. korak utemeljitve: Naj bo A dano Arhimedovo tlakovanje. Izbrano vozlis¢e V' je eno
izmed ogliS€ mnogokotnika M, ki je najvecji mnogokotnik tlakovanja, in vozlisCe W
eno izmed ogliS¢ mnogokotnika M,, skladnega M. S translacijami, ki premaknejo
tlakovanje A samo vase in imajo za izhodiSCe srediS€e mnogokotnika M, lahko
mnogokotnik M; premaknemo na M in z njim vozlis¢e W v eno od ogliS¢ M.
Translacija, ki premakne W v eno od ogliS€ M, je lahko sestavljena iz ve€ translaciji
iz tabele. Te translacije so lahko pod razli¢nimi koti za razlicno enot, zato bom
translacijo predstavljala kot T. Translacija je prva preslikava, ki sestavlja preslikavo
F.
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Slika 54: Od leve proti desni pred in po opravljenem 1. koraku utemeljitve

Primer: Ko sem zelen 6-kotnik W, (ki predstavlja M;) premaknila na moder 6-kotnik
V, (ki predstavlja M), sem tudi vozliS¢e W premaknila na eno izmed ogliS¢ 6-
kotnika V; (ki predstavlja M).

korak utemeljitve: Z rotacijami R(a) in zrcaljenji Z(B), ki imajo za izhodisCe
srediS€Ce mnogokotnika M = M;, lahko dano ogliS¢e mnogokotnika M, ki je hkrati
vozlis¢e W, preslikam v katerokoli ogliS¢e mnogokotnika M, kar pomeni tudi v
oglis€e, ki je hkrati vozlis€e V. Rotacija za doloCen kot je sestavljena iz n rotacij za
a iz tabele, zato jo bom predstavljala kot R(n - ). Taka rotacija in/ali zrcaljenje, da
se bo W preslikal v V, je naslednja preslikava, ki sestavlja preslikavo F.
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Slika 55: Od leve proti desni: Pred in po opravljenem 2. koraku utemeljitve

Primer: Z rotacijo okoli srediS¢a mnogokotnika V; = W;, (ki predstavlja M = M,)
sem vozlis¢e W preslikala na vozlis€e V. Hkrati pa se je 6-kotnik W5 preslikal na 6-
kotnik V3, trikotnik W, na trikotnik V,, in trikotnik W, na trikotnik V.

korak utemeljitve: Po opravljenem 1. in 2. koraku utemeljitve so lahko
mnogokotniki Wy, ..., Wy, k = 3,4,5 6, okoli vozli§¢a W = V orientirani drugace, kot
So orientirani mnogokotniki Vi, ..., V, okoli vozlis¢a V = W. Z zrcaljenjem lahko
morebitno napaéno orientacijo popravim. Ce je 3. korak potreben, bo zrcaljenje iz
tabele, ki je lahko tudi razlicno od morebitnih prejsSnjih zrcaljenj, predstavljeno kot
Z(y). Zrcaljenje Z(y) bo zadnja preslikava, ki sestavlja preslikavo F.
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Slika 56: Od leve proti desni: Pred in po opravljenem 3. koraku utemeljitve

Primer: po opravljenem zrcaljenju je orientacija mnogokotnikov Wi, ..., W, okoli
vozlis¢a W =V (glej Sliko 56, desno), enaka orientaciji mnogokotnikov Vj, ..., V, okoli
VOZI|§éa V (gle] SIIkO 54, IEVO). Velja W1 == Vl' W2 = Vz, W3 = V3 |n W4_ = V4.

4. korak utemeljitve: Preslikava F je torej sestavljena iz preslikav tabele. V
najslabSem primeru so za doseg cilja potrebni vsi Stirje koraki utemeljitve, torej
translacija, rotacija in dve zrcaljenji. Matemati¢no to zapiSem z uporabo operacije
kompozitum. Torej imam v sploSnem primeru:

F=2y)eZ(B)oR(n -a)eT.

Ce kateri od korakov utemeljitve ni bil potreben, ustrezna preslikava v tem zapisu ne
nastopa.

6.4. Grupe

Med raziskovanjem preslikav sem naletela na pojem grupa. Ugotovila sem, da imajo
vse preslikave, ki dano tlakovanje A preslikajo samo nase, matemati¢no strukturo

grupe (G).

»Grupa je mnoZica G z dano binarno operacijo. Po te] operaciji pripada vsakemu
urejenemu paru a,b € G natanko dolo¢en element v G. Ta element imenujemo
kompozitum ali produkt in ga piSemo ab. Pri tem morajo biti izpolnjeni pogoji:

1. Za poljubne elemente a, b, c € G velja (ab)c = a(bc) (asociativni zakon).

2. V mnozici G eksistira tak element e, da je ae = ea = a zavsak a € G.

3. Vsakemu elementu a € G pripada inverzni element a™1, za katerega velja a la =
aa”l=e«
(Vidav, 1989)

Ugotovitev 2: Naj bo A dano Arhimedovo tlakovanje. Mnozica vseh preslikav, ki
preslikajo tlakovanje samo nase, je grupa za operacijo kompozitum.

Vem Ze, da je kompozitum asociativna in binarna operacija.
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Za utemeljitev, da je mnozica grupa, bom:

e poiskala nevtralni element e in
e poiskala inverzne elemente.

Nevtralni element e je preslikava Id, ki preslika vsako vozlis¢e tlakovanja nase. Lahko
je predstavljena kot translacija vzporedno s premico pod poljubnim kotom za ni¢ enot
(T(a,0-e)) ali rotacija za 0° = 360°. Ce tlakovanja ne rotiram, se nobena tocka ne
premakne. Ce tlakovanje rotiram za 360°, pridem na zadetek in se vsaka toc¢ka preslika
sama vase.

Inverzni_element za dano preslikavo F iz grupe, je njej inverzna preslikava F1.
Inverzna preslikava preslika mrezo v prvotno stanje. Ker je preslikava F sestavljena iz
preslikav iz tabele, dobim inverzno preslikavo (F~1) tako, da opravim inverzne
preslikave preslikav, ki sestavljajo F, v obratnem vrstnem redu. Ceje F =ZoRoT, je
F1=T"1oR 107zt PoiS¢em ga s pomodgjo pravila a™la = aa™?! = e.

Inverzni element za zrcaljenje je zrcaljenje samo, saj je zrcaljene sama sebi inverzna
preslikava (Z~! = Z). Ce je tocka A na levi strani osi y in jo zrcalim &ez os y, se to¢ka
A iz leve preslika na desno stran osi y. Ce togko A $e enkrat zrcalim se bo iz desne
strani osi y preslikala nazaj na levo stranosiy, Z71oZ =ZoZ 1 =e.

Inverzni element rotacije je vedno R(a)~! = R(—a). Ce mreZo zarotiram za kot R(a)
in nato Se za kot R(pB) je to enako kot, e bi mrezo rotirala za kot R(a + ), R(a)

R(B) = R(a + B).

Vem, da je e = R(0°) = R(360°). Ugotovim, da je R(360°) o R(—a) = R(360° —a) =
R(a) ~1. Ker Zelim, da je rotacija za pozitiven kot, bom za ugotavljanje inverznega
elementa namesto formule R(a)™! = R(—a) uporabila formulo R(a)™! = R(360° —
a),R(a) 1o R(a) = R(360°) =e.

Inverzni element translacije je vedno translacija vzporedno z isto premico v nasprotno
smer, T(a,k-e)~' = T(a,—k-e). Ce mreZo iz prvotnega mesta premaknem za eno
enoto v desno, jo lahko s translacijo za eno enoto v levo premaknem na prvotno mesto,
T(a,k-e) toT(a,k-e)=T(a,0e)=e.

Po ugotovitvi 1 je vsaka preslikava F iz grupe v sploSnem:
F=ZF)oZ(B)oR(n-a)°T.

Njej inverzna preslikava F pa:
F1=T 1oR(360°— (n-a)) o Z(B) ° Z(y).

Ker je preslikava T kompozitum translacij, je preslikava T~! kompozitum translacij
pod istimi koti v nasprotnih smereh.
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7 ZAKUUCEK

Ugotovila sem, da je tlakovanj s pravilnimi mnogokotniki zelo veliko, zato sem se
omejila na Arhimedova tlakovanja. Takih tlakovanj je 11. Med njimi so le tri tlakovanja
z enakimi mnogokotniki.

V sploSnem se Arhimedova tlakovanja razsirijo v k-Arhimedova tlakovanja, kar
pomeni, da v tlakovanju obstaja vec tipov vozliS¢.

Med raziskovanjem sem ugotovila, da se lahko Arhimedova tlakovanja na razlicne
naCine preslikam sama vase. Pri definicijah preslikav sem se oprla na koordinatni
sistem. Ugotovila sem, da lahko tovrstne preslikave sestavljam. Branje v obstojeci
literaturi je bilo zanimivo in mi je dalo nove priloznosti za raziskovanje. Naucila sem se,
kaj je grupa in pokazala, da so preslikave tlakovanja same vase grupa.

Med pregledovanjem najrazlicnejSin slik me je navduSila umetnost, povezana s
tlakovanjem. V umetnosti se odpirajo Stevilna matematicna vprasanja in eno od
zanimivejsih je "Kako tlakovati ve¢dimenzionalni prostor?"
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PRILOGE

Zprogram formula ;
|var ki, k2, k3:integer;// definiram celostevilske spremenljivke k1, k2, k3
=Begin

| for k1:=3 to 42 Do // k1 je najmanjsa spremenljivka
= Begin

| for k2:=kl to 42 Do // k2 je vecji ali enak k1

=] Begin

| for k3:=k2 to 42 do //k3 je vecji ali enak k2

= Begin

| if(k1*k2%Kk3-2%( (k1¥k2)+(k1*k3)+(k2*k3))=0) Then

= begin

- writeln(kl,' ',k2," ',k3);
. (*ce k1, k2 in k3 ustrezajo pogojem formule jih program izpise*)

| . end;
| end;
| end;
end;
readln;

' end.

Priloga 1: Programska koda za tlakovanje s tremi mnogokotniki

1 zprogram formula2;

2

|var k1,k2,k3,k4:integer; //definiram celostevilske spremenljivke k1, k2, k3, k4

3 EBegin

il

| for k1:=3 to 12 Do // k1 je najmanjsa spremenljivka

58 Begin

-

o

| for k2:=kl1l to 12 Do // k2 je vecji ali enak k1

78 Begin

8

| for k3:=k2 to 12 Do //k3 je vecji ali enak k2

9= Begin

10

| for k4:=k3 to 12 Do //k4 je vecji ali enak k3

118 Begin

12

| if 2%k1*k2*k3*kd -2*( (k1*k2*k3)+(k1*k2*k4)+(k1*k3*k4)+(k2*k3*k4))=0 Then

138 Begin

14
15

16 |
17 |
18 |
19 |
20 |

21
22
23

Cwriteln(kl,' ',k2,' ",k3,' ',k4);
(*ce k1, k2, k3 in k4 ustrezajo pogojem formule jih program izpise*)
end;
end;
end;
end;
end;
readln;
lend.

Priloga 2: Programska koda za tlakovanje s stirimi mnogokotniki
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1 oprogram formula3;
2 \var‘ k1,k2,k3,k4,k5:integer; //definiram celostevilske spremenljivke k1, k2, k3, k4

3 oBegin

4\ for k1:=3 to 6 Do // k1 je najmanjsa spremenljivka
58 Begin

5\ for k2:=k1 to 6 Do // k2 je vecji ali enak k1

78 Begin

8‘ for k3:=k2 to 6 Do // k3 je vecji ali enak k2

=] Begin

10 for k4:=k3 to 6 Do // k4 je vecji ali enak k3

18 Begin

12 | for k5:=k4 to 6 Do // k5 je vecji ali enak k4

138 Begin

14 | if 3*%k1*k2*k3*k4*k5-2%((k1*k2*k3*k4)+(k1*k2*k4*k5)+(k1*k2*k3*Kk5)+(k1*k3*k4*k5)+(k2*k3*k4*Kk5) )= Then
158 Begin

6 writeln(kl,' ',k2,' ",k3," ",k4," ',k5);

17 (*ce k1, k2, k3, k4 in k5 ustrezajo pogojem formule jih program izpise*)
18 end;

19 end;

20 | end;

21 | end;

22 | end;

23 | end;

24 readln;

25 [ end.

Priloga 3: Programska koda za tlakovanje s petimi mnogokotniki
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